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AVIS DU LIBRAIRE. 


L’auteur de ces Élémens ayant réuni dans ses Essais 
sur l'Enseignement en général , et sur celui des Mathé- 
matiques en particulier, fout ce qu’il avait écrit sur la 
Thétapbysique de ces Sciences , a fait entrer dans ce der^' 
nier Ouvrage , et avec des augmentations , les Discours 
qu’on trouvait à la tète du premier, sous le titre da 
Réflexions sur l’ordre à suivre dans les Elémens de 
Géométrie , sur la manière de les écrire , et sur la mé- 
thode en Mathématiques. Ces divers morceaux font 
maintenant partie d’un corps complet de remarques 
sur toutes les hrùnches de V Enseignement des Mathé- 
matiques élémentaires. 

On peut joindre, aux Elémens de Géométrie leur 
Complément , ayant aussi pour titre i Essais de Géo- 
métrie sur les plans et les surfaces courbes (ou 
Élémens de Géométrie descriptive), 3' édition, qui 
se trouve cher, le même Libraire. 


Ziouij Cxemplairo dta jjre'denij ’Craîté), qui nv 
porterais paa, commet ci-dedaouà..^ leâ, diynatureA 
det l’oduteuv et» -dut X'iêrairet , aerat contre faiij, 
X'eA meâureâ/ néceâsaireA aeronij prlâeà, pou» 
alteindret , conforrriémenij àt ùo d'aï, le A faSri- 
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SppPLéME5T au Traité d' Arithmétique. pag. wxij 

Articles concernant ie toise ^ xxxix ' 

N otioTis générales sur l* étendue ^ i 

I. L^cspace que les corp» occupent a trois dimension», longueur ^ 
tl profondeur ^ ou épaisieü^f 

Les limites des corps sont des surfaces ^ et nVnt que deux dimcit* 
sions, longueur et largeury 

Les limites des surfaces, ou leurs rencontres xmituclles, sont des 
lignes y et n’ont qu’une seule dimension, longueur y 
Les limites des lignes, ou leurs rencontres mutuelles, sont des 
points y qui n’ont aucanc dimension , ihid. 

La ligne droite est le plus court chemin pour aller d’un point à 
un antre. 

Une ligne droite est deterriiinee par deux points, et ne peut se 
prolonger atwlcln que d^iine seule mani^^e , 

Le plan est une surface à laquelle on peut appliquer une ligne droite 
dans tous les sens j i 

PREMIÈRE PARTIE. 

SECTION PREMIÈRE. 

Des propriétés des lignes droites et circulaires , 3 

Définitions et notions préliminaires , 

3. On ne considère, dans le^Êlèmens de Géométrie, qnc denx 
espèces de lignes, savoir la ligne droite y et la ligne circulüire 
dont tous les points, situés sur le meme plan, sont egalement 
cioignés d’un antre point pris dans ce plan , et qn’on nomme le 
centre y 

Les droites qni mesurent la distance des points quelconques de la 
circonférence è son centre, sont les rayons du cercle , 

Une partie quelconque de sa circonférence se nomme nre, 

On entend par cercle la porliou du plan terminée de toutes paits 
par la ligne circulaire , 

Pour trouver tons les points qui sont h nne distance donné? d'un 
point donné, il faut décrire de ce dernier, comme centre, et 
avec un rayon égal à la distance donnée, une circonférence de 
cercle , 3 

4 . Mesurer la distance de deuxpoin&i ou la longueur d’une droite, 
c’est chercher combien de fois ceUe droite ca cotiüciit une autie 
prise pour unité , 
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En g^p^ral, mesnrer une ligne par une antre, c’cst clicrchcr le 
rapport de ces deux lignes , ou chercher s^Ü n^y a pas une ligne 
pins petite qui soit contenue un nombre exact de fois dans 
Tune et dans Pautre , et qui par conséquent soit Ja commnne 
mespre des deux « 4 

$. Problème, Peu» droites étant données , tropvcr leur commune 
mesure, ou au moins Je rapport approche del^une à l^autre, 

C. Une droite n'*en peut rencontrer une autre qi^en unseul point, 

7. L*espace iadefini compris entre deux droites guise coupent en un 
point, et gu Vn peut concevoir prolongées autant qu^on ievoudrty 
SC nomme an^lcy 

Le point oîi se rencontrent les lignes ou les côtés qui forment 
Fannie , &e nomme sommet , ibid. 

8 . Deux angles sont égaux iorsqiiVtant poses l*un snr Pautre , ils sc 

recouvrent parfaitement , 

11 n’est pas necessaire , pour que Fegalitc ait lieu, que les c^itefad^un 
angle aient la m^me longueur que ceux de l’autre; il suffit seu» 
lement qu’ils se recouvrent dans la partie gui leur est con>» 

mune , 6 

g. La position respective de deux droites dépend de l’angle qa’cliei 
font entre elles. 

Une ligne est perpendiculaire sur one autre quand elle fait avec 
cette autre deux angles égaux, 

La perpendiculaire ne penche vers aucun côte de la droite qu’elle 
rencontre. 

Les angles qu’elles forment sont nommes ane^les droits , 

Tout angle moindre ^u’un droit , se nomme an^le aigUj 
Tout angle plus grand qu’un droit, se nomme an^le obtus, 

& les angles droits sont t?eaux, , ibid. 

10. La somme de tous les angles qu'mon peut faire du m^me côté 
d’une droite et autour d’un de ses points pris pour sommet, ëqui- 
vaut toujouis h deux droits , en quelque nombre que soient ces 
angles, . 7 

i:. Lorsqu’une droite tombe sur une antre, elle fait avec cette 
autre deux angles qui, re'unis, valent deux droits. 

Deux droites qui se coupent forment autour de leur point deren** 
contre quatre angles qui sont opposés par le sommet deux à 
deux , * ibid. 

aa. ?Yicorè77te- Les angles oppos«% par le sommet sont égaux , 8 

i 3 . Corollaire. Deux perpendiculaires forment entre elles quatre 
unsFcs droits. 

La somme de tous les angles qti’on peut former autour d’un point 
ne vaut jamais que quatre droits, ibid. 

On ne peut enfermer un espace par un nombre de (H'oites 
ftioindie que trois, cet espace se nomme triangle, ibid. 
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t 5 Remarques. La somme de deux côtés d'an triangle surpasse Je 
troisième , 

6i i'on prend dansTintérieur (Fun triangle un point quelconque, et 
qu'on tire des droites de ce point à deux angles du triangle, la 
somme de ces droites sera moindre que celle des deux côtés du 
triangle qui les enveloppe, 

On distingue six choses dans un triangle, savoir trois angles et trois 
côtés , 

11 y a entre ces six choses des relations nécessaires, ij 

i6. Théorème. Lorstjuc deux triangles ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux, chacun à chacun, ils sont égaux dans 
toutes les autres parties , ibid. 

i*). Corollaire. Un triangle est eniicrement déterminé par Pun de 
scs angles et les deux côtes qui le comprennent, lo 

i 3 . XAeorème. Lorsque deux triangles ont, chacun h chacun, un côté 
égal adjacent li deux angles égaux, ces triangles sont parfaitement 
égaux. Il 

19. Théorème. Si deux côtes d'un triangle sont respectivement égaux 
à deux côtés d'un autre triangle , et que l'angle compris entre les 
deux premiers soit moindre (jne l'uiiglc compris entre les deux 
dcniiers, le côté opposé au plus grand de ces deux angles surpas- 
sera le côté opposé à l'autre, ibtd. 

ao. Corollaire. Deux triangles dont les trois côtéssont égaux, chacun 
à chacun, sont égaux dans toutes leurs parties, ix 

ai. Problème. Les trois côtes d'un triangle étaut donnés séparément, 
décrire le triangle , 1 3 

aü. Remarques. Pour qu'on puisse former un triangle arec trois 
lignes données, il faut que la somme de deux quelconques de ces 
tlruitessoil plus grande que la iroihième, ilùd. 

a 3 . Problème. Pur un point donné, pris sur une hgne donnée, faire 
un angle qui soit égal à un angle donné, 1,^ 

a|. Problème. Un triangle étant donné, en construire un autre qui 
lui soit égal , en employant ^ la construction de ce dernier un 
angle du premier et les deux côtés qui le comprennent , ibid, 
a 5 . Problcntc. Un triangle étant donné, en construire un autre qui 
lui soit égal , en employant & la construction de ce dernier un côté 
du premier et les deux auglcs adjacens, i 5 

Des lignes perpendiculaires et des obliques, 1 5 

36. Théorème. Les lignes qui partent d’un point quelconque de la 
perpendiculaire, et qui s'écartent également de son pied, sont 
égales , et celles qui s'en écartent le plus sont les pluslongnes, ibid. 

37. Corollaire. Deux obliques qui sont égales tombent néces- 
sairement deilifférens côtes delà perpendiculaire, mais à égale 
distance de son pied^ 


'vnj 


TABLE 


3$. 3* O>ro//«tre. La perpcndicnlaire est la plas conrtc de looieslet 
lignes que Ton peut mener d’im point ?i une ligne donnée j lors- 
qu'elle tombe sur le milieu de cette droite, elle a tous ses points 
h égale distance des deux extrémités, et tous les points pris hors 
de la perpendiculaire sont inégalement éloignes de ces extré- 
mités. D’un point à une droite, on ne saurait tirer trois droites 
égales, 

■^aq. Problème. Mener sur une ligne donnée une perpendiculaire qui 
la partage en denx parties égales, 17 

Problème. Par un point donné snr une droite, éicrer une per- 
pendiculaire à cette droite , ibid. 

3r. Problème. Par un point donné pris hors d’une droite, ahaisscr 
une perpendiculaire sur celte droite, i3 

за. Théorème. D’nn point pris boi-s d'une droite, on ne peut abaisser 

sur celle droite qu'une seule pcrpendiculaiic. La même chose alicu 
pour tout point pris sur la ligne donnée , ibid. 

33. I*'’ Corollaire. Deux droites perpendiculaires h une troisième no 
se rencontrent point , quelque prolongées qu'on le» siip]>ose , soit 
au-dessus , soit au-dessous de cette dernière, 19 

34> 3* Corollaire. Deux triangles qui ont cbaciin un angle droit , 
sont égaux , 1^. lorsque leurs eûtes respectivement opposés aux 
angles droits ainsi qu’un de leurs autres angles, sont égaux ; 
3^. lorsque, outre les côtés opposés aux uiglcs droits, ils ont 
encore un côté égal, chacun à cliacttn, ibid, 

35. Remarques. Le second cas de l’égalité qu’on a prouvé ci-dessns 
pour les triangles qui ont un angle droit, ne convient pas géné- 
laiement h tons les autres , 3o 

зб. Théorème. Lorsque deux côtés d’nn triangle sont égaux, les 
angles opposés h ces côtés sont égaux; et lorsqu’ils sont inégaux , 
le plus grand des denx est opposé au pins grand angle , ibid. 

37. Corollaire. Si deux angles d’nn triangle sont égaux entre eux , 
les côtés opposés à ces angles sont atissi égaux entre eux. Le plus 
grand des deux côtés est celui qui est opposé au plus grand angle. 
Ëniin quand les trois côtes d’un triangle sont éganx, les trois 
angles le sont aussi, et rcciproqucmeiit , * ai 

$8. Les triangles dont les côtés sont inégaux, sc nomment sc/i/ènes ; 
ceux qui ont deux côtés égaux se nomment isocèles , et ceux dont 
les trois côtés sont égaux, sc nomment éque/ntérana:, 33 


Théorie des parallèles , aa 

« 

39. Deux droites qui, quoiqn(r sitnccs dans im même plan, ne se 
rencontrent pas, sont dites parallèles entre clics, 

Deux perpendiculaires ik une même droite sont donc parallèles, ib, 

40. Remtirqne. Une droite étant perpendiculaire sur une autre. 
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tente droite qui sera oMique à celle-ci étant prolongée snfEsam- 
ment, rencontrera ncccssairdbicnt la prciuiète, ^ a** 

IS'^ote où l’on prouve celte proposition, a3 

4>« 'J'fitorème, Lorsquedeux droites sont perpendiculaires h une 
troisième , toutes celles qui sont peqicndiculaircs sur Tune des doux 
premières, sont en même temps perpendiculaires sur Pautre , a} 
4a. Corollaire. Deux droites parallèles aune troisième, sont paral- 
lèles entre elles , ihid, 

43. Théorème. Lorsque deux droites parallèles entre elles sont cou- 
pées par une troisième, les angles qu’elles font avec celte der- 
nière, d’un même côte, l’un en dehors, l’autre en dedans , sont 
c'g.inx entre eux, aS 

4 P Ihcorcme. Si deux droites font avec une troisième , et d’im 
même côte , par rapport h celle-ci, des angles égaux , l’un en 
dedans, l’autre eu dehors , ces deux droites sont parallèles entre 
elles , ihifi. 

43- Remarques. On appelle sécante toute droite qui coupc des paral- 
lèles. ‘Les angles situés du même côte de la sccame , et dont l’ou- 
verture est tournée du même côté , se nomment angles correspond 
dans. Tous les angles dont rouvcrlurc est entre les paralUcs , se. 
nomment angles internes ; et on apj»ellc angles externes ceux 
dont l’ouvcrlurc est en dehors. Les angles qui sont dans une 
situation ojiposéc, tant par rapport à la se'cantc que par rapport 
aux parallèles , sc nomment angles alternes , 

46. 77téort*me.Lorsqae deux parallèles sont coupées paruncsccantc, 
1®. Les angles correspondans sont e'gaux , 

3®. Les angles alternes internes sont égaux, 

3®. Les angles alternes externes sont égaux , ^ 

4®. Les angles inteines d’un même côté forment deux anghs 
droits, 

.*>®. Les angles externes d’un même côté forment deux angles «Iroils , 
6®. Lorsque Tune quelcom|ue de ces propriétés a lieu , les droites 
sont néressairemeiu parallèles , ihid. 

47« Corollaire. Deux droites respectivement pcrpcndicnlaiifs h 
denx autres droites qui se coupeui, doivent nécewaircmeiU se 
rencontrer, îq 

48. Problème. Par un point donné, mener une droite parallèle ?i 
une droite donnée , ihn\ 

49* Problème. Parmi point doiinépris hors d’une droite, en mener 
nnc autre qui fasse avec la première un angle ég;d à 1111 angU 
donné , ihid. 

50. Théorème. Les angles qui ont les côtés paialWes ctrou>erture 

placée dans Je même sens , sont égaux , 3»i 

51. 'Jheorème. Les trois angles d’un triangle réunis valent lonjouiS 

deux angles droits , ih{,U% 


X TABLE. 

JY. B. L^anglc ejrfen'g^r d^un triangle vaut à lui sent les deoi[ unglfs 
inicrieurs op^toses, • ^ 

Sa. Corollaire. Quand dcox angles dVn triangle sont i cspcctivcroeTÜ 
^gaux h deux an»le8<i%in autre triangle, le troisième angle de i*uu 
est cgal üU uoisiùme angle de Pautre, 

Un triangle np peut avoir qu^un seul aDf>lc droit , et à plus forte 
raison qu*«n seul angle obtus , ibid » 

53. On nomme triatiS'le rectanf*le celui qui a un anple droit, 

acutangle celui qui n\ique des angles ai^ns, et celui 

qui a un angle obtus. Les deux demiercs es^>ôces sont coroprises 
sous la dénomination de trianf^les obliquan^les. Dans le triangle 
équilatéral, dont fous les angles sont égaux, chaque .inglc est le» 
deux tiers d^un droit , ibiiT * 

54 . l^éorème. Les parties de parallèles inierceptees cotre parallèles 

sont e'galcs, et réciproquement , ibid. 

55. Corollaire. Deux parallèles sont partout egalement éloignées 

rune de Fautre , ^ 

5G. T%éorhme. Si deux droites quelconques sont coupcos par uu 
nombre quelconque de parallèles menées par des ptuiiis pris à 
des distances égales sur la première , les parties de la seconde se- 
ront aussi égales entre elles, ibid, 

57 . Corollaire. Ln nombre quelconque de parties de la première 

droite est 5 un pareil nombre de parties de la seconde , comme 
la première droite entière est à la seconde emierc, 3T 

58. Théorème. Trois parallèles coupent toujours deux droites quel- 
conques en parties proportionnelles , ibid. 

lYote sur les rapports incommensurables , 35 

5t). \er Corollaire. 8i on mène dans un triangle nne droite ])arallèle 
à Pun des c6tés, les deux autres côtés seront coupés en parties 
propovlionnclles par cette droite , ibid. 

Cq. gg Corollaire. Réciproquement lorsqu'*une droite coupe deux 
côtés d^^n triangle en parties proportionnelles, elle est parallèle 
«U troisième. ^ 

61 . 3* Corollaire. La droite qui divise en deux parties égalesrun des 
ongles d^im triangle quelconque , partage le côté opposé en deux 
■egmens proporiionnrfs aux côtés adjarens , ibid. 

Ca. Problème. Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes 
données , 87 

C3. Deux triangles sont semblables lorsque les angles de Tun sont 
égaux aux angles de Pautre, et que les côtés qui, dans Pmi et 
dans Patitrc , sont opposés h des angles égaux , et que , pour celle 
raison on nomme ci*>tés homologues , sont proportionnels. L*nne 
de ces conditions entraîne toujours rauue, ibid. 

64- Théorème. Lorsque deux triangles ont leurs angles égaux, cbarixn 
il chacun , leurs côtés homologues sont proporUonucIs, et ces 
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trianf^«s sont par conséquent semblables , 38 

65 . Corollaire* Deux triangles sont semblables, i^. lorsqu'ils ont 
seulement deux angles égaux chacun à chacun^ lorsque leurs 

i'. côtés sont respectivement paraUèlesj 3 ^. lorsque leurs côtés sont 
respectivement perpendiculaires , ibid. 

66. Théorème* Deux triangles sontsemblables lorsqu'ils ontun angle 
égal , chacun h chacun , compris entre des côtés proportionnels , 4^ 

67. Ihéorème. Deux triangles qui ont les côtés proportionnels, cha- 
cun à chacun, sont semblables, 

68. Problème. Construire sur une droite donnée un triangle sem- 
blable à un triangle donné , , ibid. 

69. l'héorème. Tant de lignes qu'on voudra , menées par un même 

point, et rencontrées par deux parallèles, sont coupées par ces 
parallèles en parties proportionnelles, et les coupent aussi en par- 
ties proportionnelles , _ 4^ 

70. Problème. Dhnser unedroiiedonnéedciamémemanièrcqu'unc 

autre est divisée, * 4^ 

71. Remarque. Autre solution de la meme question , * ^4 

72. \fr Corollaire. Division d’une droite en parties égaies, 4 ^ 

73. 2« Corollaire. Construction des échelles , ibid. 

74 - T^corèwie.Sijdel’angledroitd’untrianglerecianglc, on abaisse 

une perpendiculaire sur le côté opposé, qu'on nonwwchypotenuse y 
I®. celle pcipcndiculairc partagera le triangle en deux autres qui 
lui seront semblables, et qui le seront par conséquent entre eux 5 

■ i®. elle divisera l’byjrolénusc en deux parties ou se^mens, tels, que 

t> chaque côté de l’angle droit sera moyen proportionnel entre le 
segment qui loi est adjacent et l’hypoténuse entière; 3 ®. la per- 
pendiculaire sera moyenne pro^rortionnelle entre les deux seg- 
mens de l'bypotémise , 4? 

75. Corollaire. La a* puissance du nombre qui exprime lalongueur 
de l’hypoténuse est égale in la somme des secondes puissances des 
nombres qui expriment les longueurs des deux autres côtés, 4 ^ 

76. Théorème. Les trois côtés d’un triangle quelconque étant rap- 

portés è une mesure commune, et exprimes par conséquent en 
nombres , si, de l’extrémité de l’un quelconque de ces côtés , on 
abaisse une perpendiculaire sur l’un des deux autres, la seconde 
puissance du premier sera égale à la somme des secondes ‘puis- 
sances des derniers , moins deux fois le produit du côté sur lequel 
tombe la perpendiculaire, par la distance de cotte perpendiculaire 
è l’angle opposé au premier côté, si cet angle est aigu , et plus 
deux fois le même produit , si cet angle est obtus , 49 

77. Corollaire. Un^ triangle est acutangle, rectangle ou obtusangle, 

selon que la seconde puissance du plus grand de ses côtà est 
moindre qne la somme des secondes puissances des deux autres 
côtés, l’égale ou la surpasse, * 5 i 

«f 

; t- 




t 


TABLE, 


xi) 

Des polygones , 5i 

78 . Les surfacci planes teiminecs par \m asscmblags (pielconqnc de ‘ 
lignes droites , se nomment poly^^nnes , 

Le pins simple de tous est le triangle ; les )>oljgone 8 de quatre côtes 
se nomment en general quailrilatères ^ de cinq pentagnnes , de 
six hexagones, de sept eptagoues , de huit octogones, de 
neuf ennvagones , de dix décagones , de douze 
de quinze pentédécagones , 

Les angles dont l'ouverture est en dedans du polygone , sont des 
angles saillans , ceux dont l'ouverture est en dehors se nomment 
rentrons , 

Les lignes tirées des angles du polygone, qui ne sont pasadjacens au 
même cote, se nomment diagonales , ihid. 

79 . Le polygone de quatre côttfs , dont les côt^ opposes sont paral- 
lèles , est un para llélogramme , 

1 °. Chaque diagonale partage le parallélogramme en deux triangles 
égaux , 

a''. Les côtes opposer d'on paraJlclograronie sont respectivement 
égaux, 

3®. Si les côtes opposes d'une figure de quatre côtés sont égaux, on 
Lien si deux côtés opposes sont égaux et parallèles, cette figure 
est un parallélogramme , 5'S 

80 . Théorème. Les deux diagonales d^un parallélogramme se coupent 

mutuellement en doux ))ardcs égales , 53 

Théorème. En joignant l'un des angles d'un polygone tous 
les autres, on partage ce polygone en un nombre de triangles égal 
à celui de ses côtés, diminué de deux unités , ihid. 

8 a. Corollaire. La somme de tous les angles intérieurs d'un polygone 
vaut autant de fois deux droits qu'il a de côtés moins deux , 54 

83. Théorème. Si l'on prolongc'dans le meme sens tous les côtés 
d'un polygone qui n'a point d'angles rentrans, la somme des 
angles extérieurs est égale quatre droits , quel que soit d'adlcms 
K: iiuaibre clcs côtés du polygone , ihid. 

84- Remarque. Deux polygones sont égaux lorsqu’ils sont com- 
posés d'un même nombre de triangles égaux et sciublableiucrtt 
disposés, 55 

85. l'héorème. Lorsqu’on connaît tous les côtés d'un polygone , h 
rexcepiion d’un seul, et qu'on connaît aussi les angles compris 
entre les côtés domiés, Je polygone est déterminé et peut être 
construit , ibid 

3 '). Remarque. Pour déterminer un polygone d'an nombre N de 
côtés, il faut “à N — 3 choses données , parmi lesquelles les angles 
ne doivent compter que poiir iV^*— 1 données, ihid., 

87 . On nomme polygones semblables ceux dont les angles sont 
vgaux , et dont les côtés homologues sont proporiioQncIs , 56 
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83 . Théorème* Peu» polygones composes clVn même nonibro, <le 


triangles semblables, chacun à chacun, et semblablement disp 

osés. 

ont leurs angles égaux, chacun à chacun , leurs cê>tcs homologues 

proportionnels , cl sont par consécfuent semblables. 

5 ü 

89. 27 iéorème. Lorsque deux polygones sont semblables , ils sont 

composés d'uD meine nombre' de triangles semblables chacun ^ 

chacun, et semblablement disposés, 

57 

90. Problème. Construire sur une ligne donnée un )>o]ygonc scm< 

blable à un polygone donné , 

53 

gi. Remarque. Autre manière de partager des polygones en trian- 

gles. 

ibid. 

Pfote sur l'art de lever des plans , 


pa. Théorème. Si l'on tire dans deux polygones semblables 

deux 

droites qui soient seiublablemctu placées dans l'un et 

dans 

l'autre, elles seront proportionnelles aux côtés houiologtics des 

polygones , 

ibid. 

g 3 . Théorème. Les contours de deux pol)-gones semblables 

sont 

entre eux comme les côtés homologues de ces polygones. 

60 

De la li^ne droite et du cercle , 

61 


f) 4 - Une droite et un cercle ne peuvent se couper en plus de deux 
points , 

Toute droite qui coupe la circonférence du cercle et qui est pro- 
longée au dehors, se nomme sécante ^ 

La partiede cette droite comprise dansle cercle, se nomme cor«/e, ib. 

95. La corde qui passe parlescxtremiccs d*un arc ou qui Je souteiul, 
est dite sa cnrâe , 

La même corde appartient à deux arcs^ qui , rdunis, forment la 
circonférence cnlU're , ibid, 

96* Lorsqu^uue corde pusse par le centre , on lui donne le nom de 
diamètre , 

Tous les diamètres du cercle sont égaux entre eux , 

Le diamètre est la plus grande des droites qu'on peut tirer dans Ja 
circonférence du cercle , ibid. 

97. Le diamètre partage la circonfcrencc en deux parties égalés, 

Deux cercles décrits d'un même rayon sont égaux, ibid. 

98. Théorème. S\ l’on porte un arc quelconque de cercle sur un autre 

arc du même cercle 011 d’un cercle décrit du même rayon que le 
premier, de manière que deux points quelconques de l’un des 
arcs tombent sur l'antre, et que les convexités soient tournées du 
même cAtê, le plus petit de ces arcs se confondra dans toute son 
étendue avec le plus grand, Ca 

iVoïe sur cette propriété du cercle, qui lui est commune avec la 
lifpie droite, et qui prouve U similitude de toutes scs paicics ou 
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l’iiniformilc ilc sa courbure, 6a 

OQ* Corollaire. Dans un ni^me cercle ou’dans deux cercles dccrtis 
du mcmc rayon , les arcs donc les cordes sont égales , sont égaux 
lorsquNls sont de meme espèce, c'est-'h-dire tous moindre que la / 
demi-circonference , ou tous plus grands^ et rcciproqueiiierit 
quand les arcs sont égaux , les cordes sont égales, ihid. 

100. 7 'héorème. Dans un même cercle ou dans des cercles e'gaux , le 

plus grand arc a la plus grande corde, et réciproquement, pourvu 
toutefois que les arcs que Ton compare soient moindres que la 
demi-circonférence , 63 

101. Prohlcn^.^evix aresduméme cercle ou de cercles égaux étant 

donnés, trouver le rapport de leurs longueurs , ibid. 

102. Remarque. La droite qui n’a qu’un point de commun avec le 
cercle, ou qui ne fuit que le toucher , se nomme tangente, 64 

103. Théorème, l.a pcfjiendiculairc mem'e par un point de la cir- 

conférence du cercle, sur le rayon qui passe par ce point , est 
tangente au cercle î et rcciproqucincnt la tangente, h uu point 
quelconque de la circonférence , est perpendiculaire h rcxtréiniié 
du rayon mené parce point, 65 

104. Corollaire. On mène une tangente à un point donné de la cir- 

conférence du cercle , en élevant une perpendiculaire à l’extrémile 
du rayon qui passe par ce point , ibid. 

105. Théorème. Toute droite élevée perpendiculairement sur le 

milieu d’une corde , passe par le centre du cercle et par le milieu 
de l’ai*c souteudu par cette corde , 66 


106. Coi\>llaire. Le milieu d’une corde, le centre du cercle et 
• le milieu de l’arc souteudu par la corde , «'tant en ligne droite , 
dès qu’une droite passe par deux de ces points , elle i)as5e néces- 
sairement par le troisième , 

Toute perpendiculaire abaissée du centre ou du milieu de 1 arc, sur 
la corde, tombera sur le milieu de cette droite , ihuK 

10^. 2« Corollaire. Pour diviser un arc en deux parties égales, il 
suffit d'élever une perpendiculaire sur le railiea de la corde qui 
soutend cet arc, ibid, 

108. Théorème. Les arcs interceptés dans un meme cercle entre deux 
cordes parallèles , ou entre une tangente ci une corde parallèles , 
sont égaux , 

Ï09. Théorème. Si des sommets de deux angles, on décrit deux arc* 
de cercle du même rayon, le rapport des arcs compris entre les 
côtés de chaque angle, sera le même que celui de ces angles , ibid. 
110. Corollaire. Le iapi>orl des arcs étant le même que celui des 
îpiglcs, il s’ciuiuilque la iiiesurcd’un angle est Parc de cercle com- 
pris entre ses côtés , et décrit de son sommet comme centre 69 
1 1 1 . 2« CoroUnirc- Les droites ijui divisent un arc en plusieurs partie* 
égales, divis«*itl aussi dans ua même nombre de parues égales 
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Panple qnc mrsnre ccl arc , 7r> 

lia. Thcortme. LorsquNmangle a son sommet place ?i la cîrcon_ 
fcTcncc d'un cercle , il a pour mesure lu moitié de l'arc compris 
entre scs côtés , 71 

Iï 3 . i«r Corollaire. L'angle formé par une corde et par le prolon- 
gement d'une autre conle, a pour mesure lamiutiéde la boiiiim* 
des arcs soulendus par ces cordes, en dehors de l'nugle qu'clh;» 
forment, 7a 

lî 4 - "i* Corollaire, i®. Tous les angles qui ont leur sommet placé à 
la circonférence , et s'appuient sur le même arc, sont égaux, 
a‘’.L'angIedont le sommet estsur la circonférence, ctdontles côtes 
passent par les extrémités d’un diamètre , est droit , 73 

Xl 5 . T 7 icorème. L'angle dont le sommet est placé dans le cercle , 
entre le centre et la circonférence, a pour mesure la moitié de 
J'arc compris entre scs côtés,, ^diis la moitié de l'arc compris entre 
leurs prolongemcns , ‘ ihid. 

X16. Théorème. L'angle dont le stwmei est placé hors du cercle, n 
pour mesure la moitié de la dinércure des arcs compris enfre 
ses côtés , et dont i'ua tourne sa concavité vers le sommet, et 
l'autre sa couvexilé, 7^ 

117. Problème. Elever une perpendiculaire & l'extrémité d'une ligne 

droite sans la prolonger, ihid. 

118. Problème. D'un point donné hors d'un cercle, mener une tan- 
gente h ce cercle , ihid. 

119. Problème. Par trois points, qui ne sont pas en ligne droue, 

faire passer nne circonférence de cercle, 7Î» 

lao. ter Corollaire. Par trois points donnés on ne jjcut faiie 
passer qu’une seule circonférence de cercle, 

La question devient insoluble quand les trois points sont en ligne g 
droite , ihid. 

iQf. a» Corollaire. Deux cercles ne peuvent avoir trois potntscoin- 
muus sans se confondre, et ne sauraient }>ar conséquent $c ren- 
contrer en plus de deux points, 7^1 

I2Q. 7 'Aéorèfee. Deux cercles qui passent par un même point de la 
droite qui joint leurs centres, n'ont que ce point de commun , 
dans lequel ils sc touchent par conséquent j et réciproquement si 
deux cercles sc touchent, leurs centres et le point de contact sont 
en ligne droite , ihid. 

I'i 3 . Remarques. Conditions qui doivent avoir lieu pour que deux 
ceitJcs sc coupent , 

Lu perpendiculaire élevée par le point de contact de deux cercles, 
•tir la ligne qui joint leurs ccutres , touche eu même temps ces 
deux cercles , 

ï.ntre un cercle et sa tangente, ou iic peut mener aucune droite, 
mais on peut j foire passer une iuiinité de cercles düTéicus, 77 


; . 
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xvj TABLE. 

^ote snr Tangle de contingence, ^8 

ia4- Problcme. Décrire un cercle qui loucha en un point donne une 
droite donnée de*position, et qui pas&e par un second point 
donné, ïbid. 

Ia5. Problème. Décrire un cercle qui touche en un point donné un 
autre cercle donné, et qui passe par un second point donné, ^9 
ia6. Problème, Décrire sur une ligne donnée un cercle tel, que tous 
les angles, ayant leur sommet h sa circonférence, et s’appuyant 
sur cette droite , soient égaux h un angle donné ^ ou décrire un 
segment de cercle capable d’un angle donné, ihid, 

137. Théorème. Deux sécantes qui partent d’un meme point pris 

)»ors du cercle , étant prolongées jusqu’il la partie de la circonft- 
rcuce la plus éloignée de ce point, sont réciproquement propoi- 
tionneUes à leurs parties extérieures , 80 

138. Remarque. La tangente est moyenne proportionnelle entre la 
sécante et sa partie extérieure , 

Démonstration de cette proposit^n a priori , ibid. 

139. Théorème. Deux cordes qui se rencontrent dans un cercle, se 

coupent rn parties réciproquement proportionnelles , 81 

Obs. Enonce commun au théorème ci-dessus c tîi celui du n® 137 • 
Lotsque deux droitesqui se coupent , rencontrenten même temps 
une circonférence de cercle, chacune en deux points, les dis- 
tances de leur point de rencontre à chacun de ceux oit elles 
coupent la circonférence du cercle, sont réciproquement propor- 
tiuuiiellcs, 83 

l3o. Coro//mre. La pcrpcndiculaifc élevée sur un diamètre, et ter- 
minée à la circonférence , est moyeune pro[>ortiooncl]c entre les 
deux segmensdu diamètre, ibid. 

Commeut on trouve une ^moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données , ibid. 

l3i< Remarque. Démonstratimi de la proposition précédente, tirée 
du triangle rectangle, 

La corde menée par l’cxtréinilc' du diamètre , est moyenne propor- 
tionnelle entre le diomè^c et Je segment fonqé |>Ar la peiq^- 
dîcuiairc abaissée de l’autre extrémité de cette corde , 

Autre manière de trouver uuc moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données, ibid 

i33 . Problème. Partager une ligne en moyenne et extrême raison , 
c’est-à-dire, de manière que la plus grande des deux parties soit 
moyenne proportionnelle enUela ligne entière et l’autre partie, 83 
l33. Problème. Décriic un cercle qui passepar deux points donnés, 
et qui touche une ligne droite indéfinie donnée de position , 8q 
Note sur les diverses solutions dont ce problème et le précédent 
sont susceptibl/s , ibid, 

]3/|. Théorème. Duns un dcmi-ccrclo; les secondes puissances des 

longueuif 
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longaenn des cordes qui partent d^la m^me eitr^miU d'un ditÉ« 
inètre , sont proportionnelles aux segmens compris sur ce diamètre, 
entre i^extremité commune ù toutes les cordes et le pied de la 
perpendiculaire ahaissee de Paiitre extrémité, 85 

Des polygones inscrits et circonscrits au cerde , ibid. 
s35* Remarque. On peut faire passer un cercle par les sommets des 
angles d*un triangle quelconque. Dans ce cas , le. taiang|e est inf 
crit au cercle, et le cercle est circonscrit au crianglê. 

Autre démonstration des propositions des numéros 36, 37 et 5t , ihé 

136. Problème. Inscrire un cercle dons un triangle donné, c'est-à- 

dire, décrire dans l'intérieur de ce triangle un cercle qui n^ 
fasse qu'en toucher les trois côtés , 86 

137. Remarque. On ne saurait généralement inscrire dabs un cerde 

cous les polygones de quatre ou d'un plus ^and nombre do 
côtés , 87 

iVbte sur le caractère des quadrilatères inscrits au cercle , ibid» 

138. Théorème. Tout polygone d'un nombre quelconque de côtés, 

lorsqti'tl est régtUiery c’est-à-dirc lorsqu'il a tous ses angles 
égaux et tous ses côtés (%auxj peut être inscrit et circonscrit au 
cercle , ti‘ ibid. 

s3q. Les angles formés par les rayons menefs du centre du polygone 
à chacun de ses angles, se ilomment angles au centre ^ et leur 
somme étant équivalente à quatre droits, chacun d'etix est égal 
à cette somme, divisée par le nombre des angles ou des côtés du 
polygone proposé, 8 q 

)4o. Théorème. Les polygones réguliers d'un même nombre de 
* côtes sont semblables, et leurs contours sont entre eux comme les 
rayons des cercles auxquels ils sont inscrits nu circonscrits , ibidî 
14 1 • Problème. Dn polygone d’un nombre quelconque de côtés e'tabt 
inscrit au cèrcle , inscrire dans le rUVme cercle un second pol vgooe 
d'un nombre de côtésdouble de celui des côtés du premier, et tron- 
ver la valeur de l'an des côtés du second , go 

t.ji. Le quadrilatère dont les angles et les (Ôtés sont égaux, se 
nomme quarré^ chacun de ses angles est droit, gt 

>43. Remarqueê. Lequarré est un parallélogramme^ le parallélo'' 
gramme dont les côtés sont égaux et les angles inégaux, so 
nomme rhombe ou losange , celui dont les quatre angles sont 
droits et les côtés inégaux, se nomme rectangle f tout rectangle 
peut s'inscrire dans un cercle, ibidê 

t44* Problème. Construire un quarré sur une ligne donnée, ga 
145. Problème. Inscrire dans un cerclé les polygones de 4, S, 16, 

3a , 64 1 côtés , ibicL 


Pfote sur la manière d'obtenir ^9 gcométriqnemTnt, g3 

l4^> Problème. Inscrire dans un cercle les polygones de 3, 6, la, a|, 
48, etc. côt«., ibid, 

Qiomàtrie. 8* édition. b ‘ 


jtrr^ TABLE. 

147. Problème. Inscrire dans nn cercle lespolygonei de 5 , TO, 

40, clc. côMis, ’ 

148. Remarque. La dilTàence entre les arcs somendns par les cités 

de l’bezagone et du décagone , donne la quinziéme partie de la 
circonférence, la corde de cet arc est le cité du pentédéca- 
goue, et par sa Biuecticm, on obtioidra les polygones de 3 o^ 
60, etc. cités , ^ 

JVbte sur la dirision du cercle en 9* 4- 1 parties , 9S 

> 4 $. Problème. Un polygone régulier d’un nombre quelconque de 
cités étant inscrit ^ns nn cercle , cireonéfcrire an même cercle nn 
polygone rcgnlier dn même nombre de cités ; et réciproquement 
te polygone circonscrit étant doimé , conatrnite le polygone ins- 
I crit , tii'rf. 

l 5 o. Corollaire. Expression dn cité do polygone régulier eirconscrie 
par le moyen de celui du polygone inscrit correspondant , 98 

s 5 i . Remarques. La déGrésence eiAre le polygone inscrit et le poly- 
gone drconscril correspondant, diminue ï mesure qu’on augmente 
k nombre de leurs cités, et 00 peut toujonrs tionver deux poly«; 
gones, l’on inscrit, l’autre circonscrit, tels , que la diSérence 
de leurs contours toit moindre qu’une grandeur donnée , quelque 
petite que soit cette grandeur * ibid. 

tSt. Corollaire. La circonférence du cercle est moindre qne le 
contour du polygone circonscrit, et plus grande que cetiri du 
, polygone inscrit; on peut toujours trouver un polygone, soit 
inscrit, soit circonscrit, tel , que la différence entre son contour 
'et la circonférence dn cercle soit moindre qu’nne grandeur donnée^ 
quelqtte petite que soit cette grandeur , 109 

sS 3 - Théorème. Si deux grandeurs invariables , A en B, sont telles, 
qu’on puisse prouver qne leur différehoe A—B es\ moindre qu’une 
troisième grandeur é, quelque petite que puisse être cette der- 
nière , ces deux grandeurs sont égales éntre elles , ibuL 

SÜ 4 . Théorème. Les cbconfécences des cercks sont entre elles 
comme leurs rayons ou leurs diaraèires , * toi 

Rfote. Autre démonstration du même théorème , lox 

1 55 . Corollaire. Moyen de calculer la longuctir d’une circonférencs 

dont on connaît le rayon, - io 3 

1 56 . Problème. Trouver le rapport approché de la circonférence au 

. diamètre, ibid. 

tfote. Rapport de la circonférence au diamètre, consigiM dans un 
ouvrage des Brames, . loS 

157. Remarques. Soloàoa abrégée dn problème précédent, 107 

SECTIONII. 

De taire des polygones et de celle du cercle, 109 
|S8. La portion d’étendue renfermée entre les lignes qui tetminens 
mis Cgutr, sç nomme la surface ou l’air* de cette ligure , ibul. 


Digitized by .Google 



TABLE. 


XiX 


IVofetar remploi des mots et âi/v , • 109 

iSq- Deux figures de funnes dif^rentes, mais d^une iftendue ëgale^ 
ou renfennant des aires égales, sont dites tquiv^alentei y ibid^ 

tGo. Daos les triangles et dan»^ les parallélogrammes, on prend arbi- 
trairement pour base un des côtes, et on appelle hauteur la per- 
peudicutaire abaissée de Patigle opposé à ee côté dans le triangle, ou 
d'un point quclconqne du côté opposé dans léperallclogranimc , iô« 
161. Tfiéoréme. Deux parallélo^mmes de même base et de même 
hauteur, sont équiralens , i to 

i6q. Théorème. Un triangle quelconque est la moitié dVn parallé- 
logramme de même base et de même lianreur , 1 1 1 

t 63 . Cnrt)Uaire. Deux triangles qui ont même base et même hauteur 
sont équivnlens , ibid* 

lG{. Problème. Transformer un polygone en un autre qui ait 
côté de moins, et qui soit équivalent , ibid» 

l 65 . Corollaire. On peut changer ainsi un polygone quelconque en 
un triangle équiralcnt , T 

t€6* Théorème. Deux rectangles de même base sont entre eux 
^ comme leurs hauteurs , ibid. 

^67. Théorème. Deux rectangles quelconques sont entre enxcommû 
les produits de leurs bases par leurs hauteurs , j lA 

IV^otes sur la considération des produits des aires , 1 15 

168. Remarque. Sur la mesure des aires en gênerai, et sur le sens 
de Pexpression , Taire d’un rectangle est égalé au produit de sÂ 
base par sa hauteur f ' ibid. 

16g. ter Corollaire. L’aire d’un quarré setnesurepar la seconde 
puissance de son côté , i 

170. a<* CoroUrUre. L'aire d’un parallélogramme se mesure par le 
produit de sa base par sa hauteur , 

Deux parallélogrammes quelconques sont dans le rapport des pro* 
duits de leurs bases par leurs hauteurs, ihid. 

t7i. 3 « Corollaire. L’aire d’un triangle est mesurée par la moitié du 
produit de sa base par sa hauteur. 

Les triangles quelconques SQnt entre eux comme les produits da 
leurs bases .par leurs hauteurs, ibid. 

17X. Problème. Transformer un parallélogramme ou un trlan^'en 
un quarré, 118 

173» Corollaire. Transformer un polygone quelconque en un quarré 
équivalent , ^ ^ thid. 

174 ' Remarque. On évaluel’airc d’un polygone quelconque en pre- 
nant la somme de celles des triangles qui le composent, iôvd. 
175. Théorème. L’aire d’un quadtilalcre dans lequel deux côtÀ sont 
parallèles, et qu’on nomme ponr cétte raison trapèze ^ mésur* 
parle produit de la demi-sorame des deux côtés parallèles, niultiL 
plice par la hauteur prise caUe ces côtés , > 
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L’aire da Irapiic «e jnesure aussi par le produit de sa hameur , par 

■ une ligne menée h égale distance des deux bases parallèles , 119 

tjG. Thmrème. Les aires des polygones semblables sont entre elles 
comme les qnarrés des cités homologues de ces polygones , ibid. 
177. Théorème. Les aires de deux triangles qui ont un angle 
commun , sont dans, le rapport des produiu des côtés qui com- 
' prennent cet angle, 

l'a. Théorème. Le quarré ronstmit sur l’hypoténuse d’un tnangle 
^recungle, est équivalent è la somme des quarrés construiu sur les 
deux autres côtés de ce triangle , 'hid- 

179. ler Corollaire. Les quartés construits sur les côtés de 1 angle 

■ droit d’un uiangle rectangle et sut l’hypoténuse, sont entre eux 

comme les scgmcns adjacens et l’hypoténuse entière , i v» 

180. a» Corollaire. Tout polygone construit sur l’hypoténuse d’un 

triangle rectangle , est équivalent à la somme des polygones sem- 
blables construits sur les deux autres côtés , >aî 

l8l- ProWème- Construire un polygone semblable à nn antre , et 
dont l’aire soit dans un rapport donné avec celle du premier, ou 

soit équivalente h un quarré donné, 

l8a. Théorème. L’aire d’un polygone régulier a pour mesure li 
moitié du produit de son contour par le rayon du cercle inscrit , 
Ce contour se nomme périmètre, et le rayon du cercle inscrit so 

nomme apothème , 

x 83 . Corollaire. Les aires des polygones réguliers sont entre elles 
comme les quarrés des rayons des cercles dans lesquels ils sont 
inscrits ou auxquels ils sont circonscrits, >35 

l8i Remarque. Il est toujours possible de trouver deux polygones 
' dn mime nombre de côtés , l’un inscrit , l’autre circonscrit , ml. , 
que la différence de leurs aires soit moindre qu une grandeur 
donnée , quelque petite que soit cette grandeur , lôirf. 

'‘.85 Corollaire. On peut toujours assigner un polygone rcgnlicr 
soit inscrit, soit circonscrit, dont l’aire diffère aussi peu qu’on 

voudra de ceUe d’un cercle donné, 

■86 Théorème. Si trois grandeurs, B , X, sont telles que la 
nrcmièro A , que l’on suppose variable, mais néanmoins surpas- 
Lnt toujours les deux autres. B, X, qui ne changent point , 
unisse approcher de toutes deux en mime temps, aussi près qu’on 
eXa , on aura nécessairement S = X, ibid. 

Z Théorème. L’oire d’un cercle a pour mesure la moiue dupro- 
’ duit de la circonférence par le rayon , ^7 

Kote Autre preuve de la mime proposition, . 

Corollaire. Les aires des cercles sont entre elles comme les 
' fluarrés de leurs rayons ou de leurs diamètres , 

1 W d’un cercle est égale au quatre du rayon, multiplie par le 
«nnort de la circonférence au diamètre , ‘bid-^ 

J, Théorème. L’aired’un recteur rie cerc/eapoiir mesurslamoit.e 

’ du pioduil de l’arc par le rayon, '-i» 
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190. Remarque.\j^&\rt do segment s'obtient en retranchant de rair« 
du secteur celle du triangle correspondant » ' luy * 

DEUXIÈME PARTIE. 

SECTION PREMIÈRE. 

Des plans et des corps terminés par des s^lfaces planes.' 
Des plans et des lignes droites , i3o 

•pr. Une ligne limite ijui a deux de ses points dans un plan, s’y 
trouve toute entière , ibid. 

190. L’intersection de deux plans est une ligne droite , ibid, 

193. Il faut trois points pour de'terminer un plan , oii deux plans 
ayant trois points communs qui nc^ tout pas en ligne droite , 
coïncident parfaitement , i^. 

» 94 - Deux lignes qui se coupent sont dans un m^c plan , 

Tout triangle est dans un seul plan , et quatre poinU qui 
ne sont pas dans un même plan y forment un quadrilatère 
gauche y ,3^ 

195. Dans l'espace, deux droites peuvent être perpendiculaires à une 

troisième, sans être parallèles entre elles , ibid. 

196. Théorème. Une droite clevêe hors d'un plan, perpendiculaire* 

ment à deux autres menues par son pied dans ce plan , est per- 
^ndiculaire h toutes celles qu'on pourrait mener parce point dans 
le même plan , iJs 

Remarque. La ligne menée d'après le tlicorème*pr«cëdenl, esi 
perpendicnlaire au plan sur lequel elle est élevée, i33 

198. Théorème. Si trois droites sont perpendiculaires À une mêm« 

droite, par nn même point, elles sont toutes les trois dans ua 
même jilan perpendiculaire h cette dernière , ibid. 

199. Théorème. Par an point pris, soit hors d'un plan , soit syr ce 

plan , on ne peut mener qu'une seule perpendicnlaire b ce plan , 
et par le même point d'une droite , il ne peut passer qu'un seul 
plan perpendiculaire h cette droite , ibid. 

aeo. Théorème. Les obliques qui s'écartent également de la perpen- 
diculaire à un plan , sont égales ; celles qui s'écartent le plus sont 
tes plus longues, et la perpendiculaire est la plus courte de toute» 
les droites que l'on puisse mener d'un point donné h un plan , 1 3 ^ 

901. Aemurques.Cbaqne point de la perpendiculaire à un plan peut 
être employé k décrire , dans ce plan, des cercles dont le centre 
soit à son pied, 

Ls perpendiculaire étant la plus courte h'gne qu'on puisse mener 
d’un point pris , hors d’un plan sur ce plan, est lamesure natnrelle 
de leur distance, i35 

903. Théorème. Si par tin point d'une droite oblique ï un plan , oiv 
abaisse sur ce plan une perpendiculaire, et que l'on joigne U 

b iij 
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^ pieds de l'obliqae et de la perpendiculaire par droite, la perpeiv 

^ diculaireà cette dcmièi e sera aussi perpcndlCulniie sur l'oblique, 1 35 
ao 3 . Thèorcme, Une droite situce hors d'cm plan, mais oarallèlc û 
une ligne quelconque meoce dans ce plan , ne le rencomre point, 
quelque prolongée qu'on la suppose , et est eu même temps parallèle 
h toute droite menée dans le plan parallèlement. Ma première, ib'id. 
ao 4 * Corollaire. Deox droites parallèles à une troisièmesont parallèles 
entre elles, ' > i 36 

ao 5 . Théorème. Les angles qni ont les edtés parallèles et l'ouTeiture 
tournée dans le même sens , sont égaux, quoique situés dans des 
plans différens , ibid. 

ao6. Théorème. Si , par un pointqoelconque de la commune section 
de deux plans , on mène dans chacun de ces plans des droites res- 
pectivement perpendiculaires h cette commune section , et que 
l'angle qu'elles forment entre elles soit égal è cclni que forment 
denx autres droites menées de In même manière dans deux attires 
plans , on pourra faire coïncider les deux premiers plans avec les 
deux derniers, 187 

907. Corollaire. L'espace indéfini compris entredenx plans qui sè cou- 
pent se nomme angle dièdre , ou angle a deux faces , ih mesure 

inclinaison ; , 

li'angle dièdre b pour mesure l'angle plan formé par deux droites 
' menées dans chacune de ses faces, perpendiculairement èleurcom- 
*• mime section , et par un même point de cette droite , * 

Les angles dièdres jouissent des mêmes propriétés que les angles 
plans qui les m<^stirent, i 38 

iVote. Raison de la dénomination dièdre, ibid. 

908. Corollaire. Un plan mené par une ligne perpendiculaire è au 

antre plan, estpéipên^cpiairesiir ce dernier, ^ 

par une droite prise dans ân plan , on ne peut élever qu'un seul plan 
perpendiculaire au premier, > 3 q 

7%éorème. Si , par un point quelconque de la commune section 
^ deux plans qui se rencontrent à angles droits, on élève perpen- 

* diculairemeot au premier , une droite , elle sera comprise dans le 

second, ^ i4^ 

910. C(^rotlaire. L'inteiicCtion de deux plans perpendiculaires h un 

* troisième, est perpendiculaire li ce dernier, ibid. 

911. TVie'orème. La droite menée dans un plan, perpendiculairement 

h la commune section de celui-ci avec un autre qui le rcucontre è 
angle droit, est petpendioulaire sur cet antre , ihid. 

91a. Ihéorème. Deux droites perpendiculaires k un même plan sont 
parallèles entre elles ; et réciproquement si nue droite est peipenv 
diculaire à un plan, toute autre droite parallèle b celle-ci sera 
aussi perpendiculaire au même plan , 14* 

9 t 3 > Théorème. Deux plans peipeodicokurts k tctkc même droite nt 
* Muisdcnt ae renoonucci - .* •’ *■ *• • iWtl. 


Digitized by Google 



t 


TABLE. 


xxuv 


m 4* D«az plans perpendiculaires k une même droits ne se ren- 
contrant point, sont parallèles entre eux « i^t 

ni 5 . 7%eo réme. Lors4]ue deux plans parallèles sont coupes par un 
iroUièi^, les intersections sont parallèles entre clics, i4a 

»i6. Corollaire, Deux plans paraLèle» ont leurs peq>cndiculaircs 
communes , 

La distance de deux plans parallèles est partout la ibid» 

Théorème. Si deux droites qui se coupent sont parallèles k deux 
autres droites qui se coupent, le plan détermine par les deux pr<v 
mières sera parallèle k celui que déterminent les deux autres , ibié* 

918. Corollaire. Par deux droites qui , ne se coupant point et nVtant 

point parallèles entre elles, ne sauraient être comprises dans nu 
même jdan, on peut toujours faire passer deux plans ^^ralJèles , 
dont la plus courte distance donne celle des deux droites propo« 
ae'es, 1^3 

919. Remarque. La pltuconrte distance des droites de Tarticle 

prêcedeut a lieu sur une droite qui est perpendiculaire k tonies 
deux en même temps , ihuî, 

9ao. Théorème. Deux droites comprises entre deux plans parallèles 
sont toojours coup^ en parties proportionnelles, par un troi- 
sième plan parallèle aux deux premiers , i4 j 

9ai« Lorsque plusieurs plans qui passent par an même point se ren- 
contrent denx k deux, l’espace qu’ils com'prcnnent entre eux , 
indéfini dans le sens opposé au point ou ils se rencontrent , su 
nomme po/jrèJre, ou angle k plusieurs faces, * 

L’angle k trois faces se nomme angle trièdre , etc. 

Le poidt de rencontre de toutes les faces d’un angle polyèdre en est 
^ sommet , 

Les Ammnnes sections des faces sont Icsnr^tcr , 

11 y a dans l’nnglc trièdre six choses k considérer, savoir, trois 
angles plans et trois angles dièdres, ihid. 

9M. Théorème. La somme de deux quelconques des angles plans 
qui composent un angle trièdre , est loujouia plus grande que la 
troisième, 

9 x 3 . Théorème. Si denx angles triètlres .sont formés des mêmes an- 
gles plans , les angles dièdres compris entre les angles plans égaux 
seront égaux , i46 

9x4. Théorème. Deux angles trièdres formés par trois angles 

plans égaux et semblablement disposes entre eux, sont égaux dans 
toutes leurs parties , >43 

3x5. Remarque. Denx angles trièdres composés des mêmes sngics 
plans assemblés dilTéremmcnt, ou deux angles trièdres inverses 
l’un de l’antre, ne peuvent coïncider , mais renferment le même 
ecpace, ibid. 

iVbte SUT les angles trièdres inverses , >49 

926. Theçrème, La somme des angles plans qni composen| un angi« 

b iv 
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polyèdre convexe, c'est>^>dlre deat montes les arêtes sont aail* 
lantes oa extérieures, mais d’ailleurs quelconque, est toujoura 
moindre que quatre droits , 1 4^ 

¥ 

Des corps terminés par des plems , ' 1 5o 

337. Les corps termines par des plans se nomment pnlfèdivs , 

On ne peut fermer de tontes parts un espace par un nombre de plant 
moindre que quatre, et le corps qui en résulte se nomme tétraèdre^ 

" Tout corps dont une des faces est un polygone quelconque , et dont 
tontes les autres sont des triangles ayant leur sommet au mêmft 
« point, se nomme pyrameefe; le point oiisercunisscntcesdemières, 
est ie sommet , et la face opposée est la base „ ibid, 

338. Théorème- $i deux tétraèdres ont chacun nn angle trièdre 
compose* de triangles égaux et semblablement disposés , ces tC' 
traèdreasont égaux, et ils le seront encore si dent faces de 
Vnn tout égales h deux faces de Pauire, assemblées de la même 
manière, et forment entre elles le même angle dièdre que cel> 
les*ci, 

939. Les polyèdres semblables sont ceux dont les faces sont en 
même nombre, semblables , semblablcmentdisposées , et également 
inclinées les unes h Tégard des antres , ibid^ 

Théorème. Lorsque les triangles qui formentdenxanglestrièdres 

. homologues de deux tétraèdres , sont semblables chacun à chaci^ ,* 
et semblablement disposés, ces tétraèdres sont semblables} et ils 
(e sont encore si deux faces de Tua font entre elles le même angle 
que deta faces de l’autre , sont en outre semblables k célles>ci , 
et assemblées par des cdtcs homologues , , 0 » 

Théorème. DeuxpyraraidesquelcoaqoessoiitaembiableslAsqne 
leurs facee sont temÛablèset semblablement disposées , i 53 

933 . Corollaire. Lneoupantune pyramide par an plan parallèle 
isa base, on en retranche une pyramide qui lui est semblable , ihid^ 

s 33 . a" Corollaire. Les arêtes h pmologues des pyramides semblahlea 
sont proportionnelles entre elles et aux perpendiculaire# abaissées 
des sommets anr les hases, 

934. Remarque, On peut trouver, par ce qui précède , la hauteur 

d’une pyramide , lorsqu’on connaît les dimensions d’an tronc k 
bases parallèles , i 5 $ 

935. Théorème, l^e» bases des pyramides semblables sont entic 

elles comme les qnarrés de denx arêtes homologues quelconques , 
et comme les quarréa des pcq[>éQdk:ulaires abaissées da sommet 
sur leur plan , ibid. 

* 36 . Corollaire. Les section» faites à laxnêmsdiatanoe-dessommpia 

’ dans deux pyramides quelconques , sont dans un rapport constant 
quelles que soicn t d’ailleurs c.es distances cl les figures dm bases, 

Les polyèdres qui ont deux faces oppoacei égaks ci parsjirtexs 
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et (!ont toQUt les autres sont des parallelogranmcs se ttommeni 
prismes , 

Les polygones opposes sont les hases du prisme, 

Chaque angle polyèdre d'un prisme n'est compose que de trois angles 
plans , » 

Quand ses arêtes sont perpendiculaires sur sa base , c'est un pnsms 
dmitf les autres sont des prismes obliques , i56 

Le prisme dont la base est un parallélogramme, se nomme 
parallélépipède; ses faces opposées sont égales et parallèles ^ i57 
dBg. Théorème. Un polyèdre compris entre six plans parallèles deux 
à deux, est un parallélt^ipéde , iSS 

»4o. Théorème. Si denx prismes ont chacun un angle trièdre com* 
posé de polygones égaux et semblablement disposés, ces prismes 
seront égaux , • ibid. 

94 t. Remarques. En Joignant par des droites, le sommet d'un d< 
leurs angles h tous les autres, et divisant toutes icnrs faces en Itt** 
angles, on peut toujours partager les polyèdres quelconques , 
en pyramides triangulaires . 

Deux corps composés d'un même nonibre de pyramides triangulaîies' 
égales et semblablement disposées, sont égaux. 

Un poIyèdreayantuQ nombre iV d'angles, est dclcrraîné parSiV*— 6 
données, prises parmi les distances de ces angles, ibid. 

x 4 x- 2'héorème. Doux polyèdres qui sontcomposés d'un même nom- 
bre de pyramides semblables et semblablement disposées , sont 
semblables, 169 

943. Théorème. Lorsqtie denx polyèdres sont semblables , ils peu- 
vent être partagés en on même nombre de tétraèdres semblables 
- et semblablement disposés, i6( 

944* 'Ihéorèmt. Les arêtes homologues des pnlyètlres semblables 
sont proportionnelies , ainsi que les diagonales des faces home* 
logues et les diagonales intérieures aux polyèdres, lüî 

943* .Remarque. Sur la mesure de Pair^des polyèdres, ibid. 

94^. Théorème. Les aires des polyèdres semblables sont entre elles 
. comme les quarres des^rêtes homologues, 164 

De la mesure des volumes , ibid. 

947* L'espace renfermé par la surface d'un polyèdre , on occupé par 
ce corps , est généraleruent désigné sous le nom de volume^ ou de 
capacité , lorsqu'il s'agit d'un corps creux, ibid. 

jyote sur les motifs d'exclure le mot solidité , iG5 

^^8. Théorème. Deux parallélépipèdes construits sur la même base, 
* et terminés supéricuremeot par le même plan parallèle h lenx 
base, sont ëquivalens en volume , ibid. 

94^ Coro//uire.UnparalIélépipèdeque]con(juepeatêtre transformé 
en un porallel^ip^s rectangle, ayant une base équivaleatc 
celle du premier et même hauteur^ 
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La hauteur d'aisprisme^ ou d'un parallélépipède, est la perpendl* 
colaire menée entre les deux bases ^ pour une pyramide, c’es^ 
la perpendiculaire abaissée du sommet sur la face opposée, face 
qm s'appt'He i6g 

> 5 o. 2 héortme, Si Ton forme sur la base d’un prisme triangulaire 
nn parallélogramme, et cpie Ton élève sur ce paraHclogramme , 
pris pour base, un parallélépipède de même hauteur que le prisme 
triangulaire, ccluHci sera la moitié de Tautre, 167 

Abreoii Ton démontre Tégalité des volumes des deux prismes trian- 
gnlaires du précédent, qui, bien que construits sur les mémer 
parties , ne peuvent pas comcider , 168 

CoroUaire. Deux prismes triangulaires de même base et de 
même hauteur , sont équivalens , ibid. 

a 5 o. Théorème^ Si on conpc un tétraèdre par des plans parallèles h 
sa base et éguidistans , on pourra foianer, h chaque tranche , ng 
prwne extérieur et un prisme t/iféneur, de manière que la somme ^ 
des premiers diffère aussi pen qu'on voudra de celle des seconds, 
et par conséquent aussi du tétraèdre ^ ibid» 

a 53 . 'J hf'orème. Doux tviraèdres do meme base et de même hauteur 

sont équivalens , 170 

JVote. Autre démonstration de la proposition précédente, ibid, 
a 54 - Théorème. Un tétraèdre est équivalent au tiers du pnsme 

triangulaire de même base et de même hauteur , 171 

s 55 > Théorème. Les panllétépipèdcsrecungles de même base, sont 
entre eux comme leurs hauteurs , ibid. 

a 5 fi. 71 i€orèmeX)e\xx paraIUkf])i|)ède 8 rectangles sont entre eux comme 
les produits des arêtes qui forment un méiue angle trièdre , 173 
a 5 ?. Remarque. La mesure dn volume d’tin parâflélépipède rec - 
tanglc est le produit d^ses trois arêtes contiguë^ , en prenant pour 
terme de comparaison le parallélépipède dont les trois arêtes con» 
lignés sont égales h la ligne choislepour unité, 174 

358 . M'* Corollaire. Lorsque les arêfcasont égales entre elles, le pa* 
ranélcpi[>ède , qui prend le nom de cube, a pour mesure la troi* 
tième puissance de son arête , ibid» 

a 5 q. ae Corollaire. Le volume d'tm parmlélcpîpcdc quelconque a 

pour mesme le produit de sa base par sa hauteur , 175 

l 5 o. 3 * Corollaire. Le volume dhin prisme qnakonque est égal au 
produit de sa base par sa hauteur, 

Deux prismes quelconques sont entre cia comme les produits de 
leurs bases par leurs hauteurs, 

361. 4 * Corollaire. Le vohame d'un tétraèdre a pour mesure le irerr 

do produit de sa base par sa hauteur , 17S 

pfo. 5 * Corollaire. Le volume d'une pyramide qoelconque a pou^ 
jnesure le tiers do produit de sa base parsa bauteur , 
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Deux pynmkles .qtielconque» »onl entre eUes comme les produiu 
d« leurs bases par leurs hauteurs, i;6 

Remarque, Le voluiuc ti*un tronc de pyramide s^obtient en 
. prenant la différence entre celui de la pyramide entière et celui de 
la pyramide retranchée, ibui. 

Le volume d^un polyèdre quelconque peut s'evaloer en décompo- 
sant ce polyèdre en pyramides , ou en le ramenant b des prismes 
trianguiaires tronqués , i^7 

!|64* Théorème, Un prisme triangulaire tronqué est équivalent b 
trois tétraèdres de ntéme base, ayant leurs sommets respeeiils 
placés à chacun des angles du triangle opposé à cette base , 
^ 65 .^orollaire. Le volume d'un prisme triangulaire tronqué a pour 
mesure le produit de sa base par le tiers de la somme des trois 
perpendiculaires abaissées snr celte base, de chacun des angles de 
la base supérieure , 1^4 

a66. Théorème, Deux polyèdres semblables sont entre enx comme 
les cubes de leurs arêtes homologues, 179 

Pfote. Les volumes de deux tétraèdres qui ont un angle irîèdie 
commua , sont entre eux connue les produits des arêtes qui , 
dans chacun , cotnprcnnent cet angle , ibùl, 

S E C T I O N IL 

Des corps ronds, i8i 

367. Les corps ronds sont cenz qu'on produit en faisant tourner 
une ligure plane autour d'une ligne droite , 

On ne considère, dans les Elcmens de Géométrie, que le c&ne 
droit, le cylindre droit et la sphère, 

Le cûne droit s’entendre en faisant tourner un triangle rectangle 
autour de l’un des côtes de f’angic droit , l’hypoténuse décrit la 
aurfacc conique droite. 

Le côté autour duquel tourne le triangle générateur, se nomau 
Vaxe , 

La base du cône est nnecercle, , 

Xoiiie section faite par un plan parallèle à cette base est également 
un cercle, 

Les Circonférences de ces cercks sont proportionnelles à leurs dêi- 
tances au soaunet. 

Leurs aires sont entre elles comme les quarrés de ces distances, ihid- 
Note sur le cône oilique, iôùf. 

a68. Remarqua. Loisqu’oB a les dimensions d’un tronc de cône droit, 
è bases parallèles, on peut, par ce qui pfécède, tsourer 1a hau> 
leur du cône entier , , i8a 

Théorème. On peut toujours trourer deux pyramides régu- 
lants, l’aoe ioacrûc, l’autre circonscrite è un cône droit, telles,. 
, que la différence, de k»tsl toit moindre qtt’uite grai^devr 
douoce, quelque petite que soit celte grandeur, 
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L^ajye (Tune pyramide régulière^ lorsqu^op o^y comprend point të 
liage, a pour mesure la m oitié do prodail dn contonr de cette 
baae par la pcrpendicolaire abaiaa^ du tommet aiir Tttn de te» 

càté», i 8 ;a 

»go. Corollaire. L^aire da cAne cat tooionri moindre que celle de 
hpjramide cn-comerite , et plot grande qwe celle de üpyramide 
înacrite; mais chacune de cea dernièrea peut approcher de la pæ* 

»>ière ausii près qu^on vondra» 184 

>71- Théorème. L*aired’un cAnc<lroita ponr megmre la moitié di 
pyoduit de U circonférence da cercle qui sert de ba&c {lar ton 
cjké» r 85 

JVofe oh Ton indique an autre tour de démonatration pour îa'^ro» 
position ci*des6us et pour ses analogues , ibid» 

Théorème. L^airc<iVn tronc dec6ne droit» li bases parallèles , qq 
€| aednefrow<7ue, a pour mesure la moitié du produit delà somme 
des eirtooferences de scs deux bases par son cdtc, ou le produit 
de ce côté par la circonférence de U sectioa faite ^ egaie disunco 
des bases, 

jr>B. Ea sahstituaut le sommet à la base sopérteureÿ ces masure» 
CQUvieoueèt au c6ne cniier , ^ ibid» 

V]Z. Théorème. On peut tonioars tronrer deux pyramides , l*uno 
inscrite, Tautre circonscrite, à un cône droit, telles, que la ditf^ 
rence de leurs volumes soit moindre qu^une grandeur donnée y 
quelque petite que soit cetfc grandeur, 187 

Comllaire. On pent toujours «MigiiCT gnepyamiJe inscrite et 
npe pyramide circoiucrite , qui ans-i pea «jp*nn Toodrw 

du cÂne, l’ane étant plu5 pttite, et l’antre plu» grande, 188 
TVbréme. LeToImnedronedneapoBriMWire'leltatidnpro- 
dnit de l’aire de sa base par sa hauteur , ihid. 

Jfote sur le cène oblique , ibid. 

Problème. Trourer le eoltame d’un tronc de cène droit à base* 
parallèles , ibid. 

m- Un rectangle qui tourne autour de l’iAde tes cèles, engendra 
te corps appelé cylindre droit. 

Les bases d’un cyÜndre droit sont de» cercle» égaux et parallèle»,, 
ainsi que tonte» le» section», parallèle» à ce» base» j 
Le cèté antonr duquel tourne le rectangle générateur, se nomma 
l’aje, « 

Jfote sur le cylindre oblique , ibid. 

378. Théorème. On pent inscrire et circotiscrîre è un cylindre droit 
deaxprlsmesdrolts, fcls; qaeladifiérencedeleursairessoitmoindro 
qu’une grandeur donnée, quelque petite que soit cette grandeur , 

' 9 ® 

9^. Corollaire. On pent tonjouia ttonrer un prisme soit inscrit, 
soit circonscrit , dont l’air* diSire auiai peu tjn’on Tondra dn 
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^ faire do cylindre droit plna grande qne la première, et moindre 
que la aeconde , « 

aSo. Théorème. L'aire de la aurface conTeze dn cylindre droit a pour 
meaure le prodait de la circonférence de aa baie par ta hao- 
V > ibid, 

a 8 i. Théorème. Oa peut toojonra former denx priamea , l’nn înacrit, 
l'aocre circonscrit an c^/dindre, tels, <]ue leurs ^ volumes diSèrenC 
aussi peu qu'on voudra , *w- .r 

a 8 o. Coroll 4 iire. On peut conatmire nn prisme inacrii et un prisme 
circonscrit, tds, que leurs volumes düÂrcnt aussi peu qu'on vou* 
dra de celui dn cylindre, qui sera toujonra plus grand que le pre- 
mier , et moindre que le second, . 

® 83 . Théorème. Le volume d'un cylindre droit a pour mesure le pro> 
doit de l'Are de sa base par sa tuteur , ibid. 

iVbfe sur le cylindre oblique, •*' * ^ ibid, 

384* Un demi-cercle, en tournant autour de son diamètre, engendre 
la sphère , et la demi-circonférence qui l'enveloppe décrit la sur* 
^ &CC sphérique, 

Le diamètre autour duquel tourne le demi-cercle générateur, est 
l'tfjre, et ses extrémités sont les p 6 lesy ^ 
lia surface sphérique a tous ses points également éloignés du centre 
du cerde générateur, ibid. 


^ 5 » Théorème. La section de la sphère par nn plan quelconque , est 
toujours un cercle , ' ^ 193 

Aemaequê. ^ Les cercles dont le plan passe par le centre de" la 
^ sphère, sontde grands cercles ^ les autres sont de petits cercles^ 
Tous les grands cercles sont égaux entre eux , ^ ibid, 

d8^. Corollaire. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
parues égales , tg^ 

988. Trois cercles se coupant deux è deux sur la surface de la sphère , 
forment nn triangle sphérique ; on ne considère dans ^ Elémena 
que celui qui est forme par trois arcs de grands cercles , ibid, 

989. Théorème. La somme de deux cAtés quelconques d'un triangle 

sphérique est toujours plus grande que le troisième, ibid. 

990. 1*^ CoroUmire. Le plus court chemin pour aller d'un point à 
un autre sur la surface sphérique, e|t Tare du grand cercle déter- 
miné par le plan qui passe par ces deux polnu et par le centre 

r de la sphère , ibid. 

ygi. a* Corollaire. La somme des trois c8tés d'an triangle sphé- 
rique est moindre que 1a circonférence d'un grand cerde , igS^ 

993. Théorème. Si , par le centre d'un cerde quelconque tracé sur la 
^ sphère » on âève une perpeudtculaire , elle passera par le centre de 
la spbère,et la coupera en deux points, dont chacun sera également 
éloigné de tous ceux de la circonférence du cercle proposé , lÿg 
993* Corollaire. Chacun de ces points , que Ton nomme piles, peut 
lenir k décrire ce cercla. 
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La droite qui It» joint «n l’ajre da méæ atrdé « ■ ~ - ' ■ ' fgÉl 
•ail. Théorème. Lt plan mené par un point àt la mrface de la 
ap^^ère , pCTpendiciilairCTnrot an rayon qui paaaa parce point, eat 
tâiiKent il la iphàre, et, reciprtwpiCTntln , le plan ttngent > un 
* |Kint quelconcpie de la sgrface apheriqne , eat penieadiculainT^ 

. - l’eitrMBité du rayon , ïq^ 

Théorina. Deux poraona correipo%U*tU polygbilM tc^u* 
■Hara, l'une inacrite et l’autre circonscrita »m cercle x^ératenr de 
l« tpbére , dtoietBt, en tournant ttntouf du diamètre de ce cercfa; 
4ro« coipa dont lea aires peuTent diflërer de moine qu’aocuna 

MTandeur donn^ , ‘ 

L'aire de chacun de ces corps a pour mesure le produii de sa hàu' 
leur par la circouférence du cercle inscrÿ au poljfront qui l'en:' 
gendre, * • ihtd. 

Corollaire. L’aire da corpt inscrit est moindre que ceilede la 
poitioo correspondante de la sphère, et l’aire du corpt circonscrit 
est |>lus grande j mais on peut toiqours trouver deux de ces corps 
^ dont l’aire diffère aussi peu qu’on voudra de celle de la portion 
de sphère, % -s * . t *. \ xoO 

açn. Théorème. L’aire de la calotte sphériqua est égale k sa hauteur 
oiicooiérence d’un grand cercle , t^tdL 

agS. fsr Corollaire. L'aiic de la sphère entière est égale èson dia- 
mètre multiplié par la circonférence d’un grand cercle, et celle 
d'nne zAne quelconque est égale au produit delà hauteur de cette 
aâne par la circonférence d’un grand cercle , ao| 

agÿ. a* Corollaire. L’aire de la surface sphérique est quadruple de ' 
celle d’un de ses grands cercles , ihU^ 

3oo. Théorème. L’airedu /ùseau sphérique est i celle de lasphèra 
"conune fangle plan qiii mesure l’angle dièdre que forment let 
plans qui déterminent ce fuseau , est à quatre droits , son 

Soi. Theorèmi. L’aire d’un triangle sphériqoe est àccHede lasphèrù 
entière comme la différence entre la somme des trois angles 
^dièdres formés par les plans des cercles qui composent ce triangle 
et deux angles droits, est è huit angles droits , aoS 

JVoté oii l’on démontre, ponria proposition précédente, qne deux 
triangles sphéritjnes qni ont leurs côtés égaux , chacun à chacun', 
mais assemblés dans un ordre inverse , sont équivaiens, ibid. 
3oa. Théorèifte. La différence entre les volumes des corps engendrés 
par deux portions correspondantes de polygones réguliers , l’une 
' Mcrite et l’antre circonscrite à un arc de cercle , pendant la 
révolution de cet arc autour de son axe, et fermés par la surface 
conique, décrite dans ta même circonstance par le rayon qni tsT» 
mine les deux portions de polygone , peut devenir aussi petite 

qn’on vondra , 

Lt yolnme de chacun de ces corps a p6nr mesure la somme dei 
aires décrites par les côtés du polygone générateur, mtjtipliéS 
par le ticts du ra^on du ctrclc inscru t ce polygone, ao5 
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3o3. Corollaire. Le secteur sphérù/ue entendre parla révolution du 
'Mcleur cïrcDlaïte, est moiiulre que le corp« circonscrit , et pla» 
graml que l'inscrit; maitsa tiiBcrencc avfc l'un ou Hver. l’nnir>H« 
CCS corps , peut être rendue aussi (leiiie qu'un voudra , ao8 

SoT TTurorcme. Le Tolumed^an secteur apljcrique est égal à Tairg 
de la calotte sar lamelle il s’appuie, muliipliec par L: tiers dtt 
nyon, ibid, 

305. i*** Corollaire. Le voltnne de la sphère est ^gal à son aire mol^ 

tipliée par le tiers da rajon, ou i Paire de son grand cercle mui- 
ttpli<w par les deux tiers du diamètre , ibid- 

306. ae Corollaire. La mesure du secteur sphérique, lorsqu’il sur- 

passe la demi-sphère, est encore la même que dans le numéro 
3o3 , *' aoÿ 

307 . 3^ Coro//flire. Le volume de la portion de sphère cnpcndrèg 
par le demi-segment circulaire , et qu*on nomme set^jnent sphë» 
rique , s’obtiendra en retranchant du volume du secteur sphériquir 
celui du c^ue correspondant^ 

Le Tolunede la cAoe s’obtraidra en le conaidéraat comme la diffé- 
rence des deux segmeos formés dans la sphère, par les plans qui 
terminent cette zdne, ibid» 

De la comparaison des corps ronds , aip 

308. Les corps ronds semblables sont ceux qui sont engendrés par 
des ligures semblables , 

Dans lesednes semblables, les cAtés, les hanteurs, les rayons des 
bases, leurs circonférences, sont proportionnels, et les aires des 
hases sont comme les quarrés de leurs lignes homologues } la mémo 
chose a lieu à l’égard des cylindres semblables. 

Les sphères sont des corps semblables , ibid, 

309 . 79nforème. Les aires des cônes semblables sont comme les 

quarres des côtes de ces cônes , et leurs Tolumes comme les cubes 
de ces mêmes côtés , (bid^ 

310. Théorème. Les aires des cylindres semblables sont comme les 

quarres des côtés de ces cylindres, etleius volumes comme les 
cubes de ces mêmes côtà, 21 ( 

311. Théorème. Les aires de deux sphères sont comme les quartés 
de leurs rayons on de leurs diamètres, et leurs volumes comme 
les cubes de ces mêmes lignes, 

3ia. Hemartfue. L’aire convexe dn cylindre circonscrit b la sphère 
est égale è celle de cette sphère , et le vnlnme de ce dernieÿ 
com n’est que les deux tiers de celui do premier, ibid. 

3i3* Conclusion J ù&ns laquelle on montre qu’il ne peut y a\*oirplus 

^ de cinq espèces de polyMres réguliers , cl que les faces de ces po- 
lyèdres ne peuvent être que des triangles équilatéraux, des. 
quarrés on des.penugones, ibid. 
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Traité Elémentaire d' Arithmétique, n^cer^oire pouf 
passer immédiatement de ce Traité mub Élémensde 
Géométrie. !. 



1. XoDRabr^crlediscoUn, oti etprime par de* signei partietilher* 
le* mouqni reviennent le pin* fréquemment; et quand on s’occupe 
d'on nombre on d’one grandeur quelconque , sans considérer si 
valeur particnliére, mais seulement pour indiquer ses relations avec 
d'antre* grandeurs , ou les opérations auxquelles elle doit étr* soih 
mise , on la distingne par une lettre de l'alphabet , qui devient aloit 
le nom abrégé de cette grandenr. , 

•(- signifie plus ou ijonté avec. 

L’ezpRSsion^4-B indique la somme qui résulte de la grandeur 
que représente la lettre A ajontée avec celle que représente B, oii 
A plus B 


— signifie moins. 

A — B indique ce qui reste quand on Ate de la grandeur que re* 
présente A celle que représente B, ou A moins B. 


X signifie multiplié par. < 

A y. B Indique le produit de la grandeur que représente A mnlti'* 
pliée par celle que représente B, ou A multiplié pat B. 


A 

-B 


\ 

indique le quotient de la grandenr que représente A divisé* 


par celte que représente S, on A divisé par B. 

A = B signifie que la grandenr que représente A est égale h 
celle qne représente B, on A égale B. 

Ay B signifie que la grandenr qne représente A snrpasse celle 
qne représente B, ou A plus grand que B. 

A K. B signifie A plus petit que B. 

uA, 3A, etc. indiquent le double, le triple, etc. de la grandenr 
que représente A- 

II. 


« 
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I!. Lorsqn'on mnitïplie un nombre par Iiii-m^me, ôn forme sa 
ttconde pmssance on son quarré : S X 5, ou a5, est la seconde 
puiMancc de OU le qnarrë de 5. 

La seconde puissance est donc Je produit de deu* facteurs égaux - 
chacun de ces factedrs est la racine quarrée dü produit ' 5 est là 
racine quarrée de a 5 . 

Si on multiplie la seconde puissance par sa racine, on a la troi- 
sierne puissance ou le cube : 5xi5, ou laS, est la troisième nuis- 
sance de 5. * 

La ttoîsième puissance est un produit formé par la mnJtipIicatioii 
de trois facteurs égaux ; chacun de ces facteun est la racine cubiauss 
de ce produit : ia5 est le produit de 5 multiplié deux foi» nar lui- 
même , ou 5 X 5 X 5; et 5 est la racine cubique de ia 5 . 

En général, A' éunt Pabréviation de Indigne U se- 
conde puissance , on le quané àe A. a •«- 

V ^mdiqueU racine quarrée dè^ ou lenombreqnl, nmltioliil 
par lui-méme, produirait le nombre que représente A 

s 

.■ Yal ‘"r ^ , tnul- 

tipbé deux fois par luisméme, produirait le nombre A. 

e Ml^-dilé , n ont pas de» racines qnarrées ou cubiquCT qu’oâ 
pn^e e^nmer e«ctement : 19 , par exemple, se trouvant enJe .8 
qui est le quatre de 4 , et aS, qui est le quarré de 5 , a pour racin* 
un nombre compris entre 4 et S, mais qu’on ne saurad assigner 

De même, 89 se trouvant entre 64 , qui est le cube de 4 , et 
io5, qui est celui de 5, a pour racine cubique un nombre com- 
pris entre 4 et 5, mai. ^’on ne saurai, non plu, assigner exac^ ' 
ment. On trouvera dan. les Elémens d’Aljtèbre, des mé^de, po« 
«pnrocher aussi près qu’on voudra de* racines quarrée, et de, racin« 
cubiques des nombres qui ne «mt pas de. quarré» ou de. cil^ 

r^s trou articles suiuans doivent être étudiés avant le n» 58} 

v-.-K, proportions ont un rapport commun, il est 1 

v^ihle qn’on peut mettre en proportion les deiix antre, rappor J 
parce qn’ds sont égaux à celui qui est [commun. "PP“«», 

Si on a 

' A-.Bx-. CiD, 

E x F x x CiD, 

Qéotnélm. 8* édition. 
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jixxi? supplément: 

il eu réfoltera nécesuirement 


AiBuEiF. 


d*. Lorsque deux proportions ont les mêmes antêcédens^ on 
peut mettre les conse'quens en proportion j car si on a 

AibUC: D, 


A:E:iC:F, 


an obabgeaot les moyens de place, ces proportions defiendronr 



A : Cr.E .F, 

•t on en conclura 

B.D-..E-.F, 

€• qui revient à 

B.E.-.D :F. 


IV. On peut faire encore dans les proportions d^autres changement 
que les transpositions de tennes qui ne troublent pas Tcgalite' dit 
produit des extrêmes avec celui des moyens. 

1®. Si au conséquent d’un rapport on ajoute son antécédent , et que 
l’on compare cette somme à l’antécédent, celui>ci y sera contenu 
une fois plus qn’iJ ne l’était dans le premier cons<queot j le nouveau 
rapport sera donc égal au rapport primitif augmenté de Punité. Si 
on fait la même opération sur les deux rapports d’une pro{K>rtion , 
U en résultera évidemment deux nouveaux rapports égaux cutr'eux 
et par conséquent une noavellc proporiioo. 

Soit par exemple la proportion 


en aura 
♦ ou 


4 : 6 : : ix : 

6 -I- 4 • 4 - + la : la, 

10 : 4 3o : ta. 


a*. Si du conséquent d’un rapport on retranebe l’antécédent, et 
que l’on compare la différence à l’antécédent, celui-ci y sera con- 
tenu une fois de moins que dans le premier conséquent; le nouveau 
rapport sera donc égal au rapport primitif diminué de l’unité. Si oi% 
fait la même opération sur les deux rapports d’une proportion , il en 
' résultera deux nouveanx rapports égaux enU^euz , et par couséqueml 
une nouvelle proportion. 

De la proportion 

4 : 6 :: I» : I?, 
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feu dMoin ibui 

6 — 4' 4 " 
on 

s : 4 :: 6 : ti. 

Pour une proportion entre des grandeurs ^elconijnet, désignées 
par des lettres, 

A.B-.tC-.D, 

•n aura par les cbangemens ci-dessus , 

B + A.A-.-.D + C: C, 

' B—A-.A-.-.D — C-.C. 

Si on cftmge les moyens de place dans ces demiitas, il Tiendra ' 
B A : B C ‘.I A : Cf 

B — A D—C-.iA: Cj 

mais par le même changement , la proportmn -, 

A. B.-. Cit> 

donne aussi . 

A.C-.xB.Df ' . 

et puisque les rapports Ai C, Bi D sont «gaux , on en conclura 
B H* A i B -1- C a A i C ou nB x B f 
B Ax B — CxxAx C oxxxx B X B , 
rànltat qui sVnonce ainsi : * 

Bans une proportion quelconque la somme ou la différence dee 
deux premiers termes est h la somme ou à la différence des deux 
derniers, comme le premier est au troisième, ou comme le deuxième 
est au quatrième. 

De plus, les deux rapporu Ax Cou B x B, étant communs aux 
deux dernières proportions ci-dessus , il en résulte que les autres 
rapports des mêmes proportions sont «gaux , et que par conséquent' 
B + Ax B+ Cxi B — Ax B— Cf , ' 

«u en changeant les moyens de place , 


B-frAx B — Ax. B+ CxB—Ci 
c’est-à-dire que la somme des deux premiers termes d'une propor- 
tion est a leur différence, comme la somme des deux derniers està 
leur différence. » > 

Par exemple : 

64*4 = ^ — 4"*8+i»:i 8 — ta . .. 

on 


10 ; a 3o : 6. 


Lorsque la proportion 


est changée en 


AxB .x Cx Df 
Ax C IX Bx B, 


. . . ' ■ 
c ii 
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^e.2».oml«.ntécAkn., C et D le. cons^T ““* 5 «le*prop«H 

B^A-.D-^C::A:Co.:.B:B, 

B^A-D—C::A:Con::B:D, 

Teoondent Si r*ioncé Miivant : ‘ 

^.ommc ou la différence dos anUcédans d'une proportion est 

isUsommeouà ladifférencedesconséquens,commeunantéceden 

h son conséquent- ■ ^ j-a"— -— 

Oq en aidait la somme des antécéiUru 
copme U somme des conséquens est a Uur différence^ 

Si on a une .uite de rapport» égaux 

A-.B-C.D-E. F, 

en ne con.idcr«itd’ab««d «pie le. deux prenûe», qui forment hpro, 

a-.b-c-.d, 

on en déduit par ce qni précède, 

i A -q-C.B + D-.-. A:S; • 

et pnUTie le trobième rapport E : F est égal an premier A : B , 

«naura a + CÊB D - E : F. 

Si on prend la «>mmc de. antécéden. et celle de. cona^eu. dan. 
cette dernière proportion, il en réenltera 

W a-\-C+E -. B + D + F- E-.Fon-.-.A-.B. 

V.uivani la meme marche , quel que fôt le nombre •!“ 

on aurait en dernier lieu : la somme d'un nombre quel. 
TnqutLntécédens est à lasomme deUurs consequens, comma 
un antécédent est à son conséquent. 

liorsju’on a deux proportion» quelconque. 

a-.b-c-.d 

e-.f-g-.u, 

ètqn’on le. multiplie par ordre, c’e»t-i-dire, terme h terme, la 
jtfmlait. forment une proportion où l’on a 

AX.E:B^F:-.CX.G-.DxB. 

B X F g X g 

Çela at évident pui.que le» nouveaux rapport» ^ > c X 

feront respeenvement les produiM de» rapport» pri»>ti& 

B F D 

•3 *' £> ~C <i’ 


4 jni «OUI égaux. 
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SOPPLiMENT. 


Si ron mnlüplie la proportion 


pn 

on aara (11) 


A-.B.-.C.D 
Ai B :: CxD, 
A' . B' C' D’, 



^oii il «oitçpie les quartés de quatre quantités en proportion for^ 
ment une nouvelle proportion* 

En multipliant la proportion 


a A' . B’ . . C' : D\ 

par 

A.B..C-.D, 

on ann 

‘ : B^ -.i <P .D\ 

c’est-à-dire , que les cubes de quatre quantités en proportion for- 
ment une nouvelle proportion. 

( Les deux articles suivons se rapportent au n® 76 ). 

' VI. On considère sonrent des grandeurs de'composées en plusienr s 
parties , et on a baoin de les ajouter , de les soustraire, on de les 
innitiplier dans cet «!tat, c’est-à-dire, de déterminer comment les 
résultats de ces opérations sont formés avec les parties des granden» 
proposées. Voici quelques règles à ce sujet : 

I®. H est évident que si l’on veut ajouter la grandeur B — C avec ' 
la grandeur A, il faut écrire A+B — C, puisque ce n’est ni i 7 ni C 
qu’on se propose d’ajouter arec A, mais seulement l’acès de B 
sur Ci I 

JÜ jJ ^ 3r 

d’aiUeurs si l’onprend les droites MP, PiVetOirpourreprésentec 
les grandeurs A, B et C, on verra que 

' PQ — PN—QN, 

MP + PQ — MP -1- PJY— ÇiT. 

3®. Si de la grandeur A on voulait «ter la grandeur B— C, i 1 
faudrait écrire . 5 , ou ce qui est la mémechose, A-B-^C. 

En effet , la différence de deux grandeurs ne change pas loraqn'on 
^ODte à chacune la même grandeur ; or ai l’on ajoute C it • 
B—C, il viendra B ; en faisant la même addition à la grandenr A, 
“» ®“Oent A-+C, «t la soustractuit de dopoe alors A+C—A, 



N 


/ 
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La figure ci-deBsns confîrme ce rcsnlut j car ai on prend lei diuitea^ 
JUW, PN, PQ pour les grandeuis A, B, C, on a 

QN=PN— PQ, 

MN~ QJy= MQ = MP+PQ, 

ttfniiqat MP = MJy—PJV, U viendra 

MP + PQ = M2V-PPr+PQ, 

téanltat ^i répond iA — B-^C- 

3 °. Le produit de 1 a grandeur A par la grandeur B 4 - C, est 
exprimé par A X B4-AxCi car il doit renfermer autant de foia 
' le nombre A qu’il y a d’uniléa dana la somme dea nombrea B 

et C, et doit par conacquent être composé de A pria autant de 
fois qu’il y a d’unités dans B, plus de A pria autant de fois qu’il 
y a d’unités dans C, ce qui s’écrit Ay(.B ■+■ A'K C. 

4 ®. Le produit de yf par Jî — C est exprimé par Ay.B — Ay.C\ 
car si on représente B — C par />, on aura visiblement B=J)+C, 
et par conséquent AxB^AX.B^A'KCioa conclura de 1^ 
que AXD=AXB— AxC, ce qui forme 1 a proposition 
avancée ci-dessus, puisque D^B^C* 

VU. Il suit de ce qui précède, que le quarré d’un nombre com- 
posé de deux parties , renferme le quarré de la première , deux 
fois le produit de la première par la seconde, et le quarré de 
la seconde. Le nombre i 3 , par exemple, étant envisagé comme 
égal è 9 -4- 4 > son quarré 169 est composé ' 

du quarré de g, ou 81 
de a foisg X 4 > ou 73 
tl du quarré de 4, ou 16 

Total 169 

Pour prouver l’énoncé en général , il snflit d’obaei^r que le pro- ^ 
duit de A par B-è-C étant A'/.B 4 - AxC, ü l’on fait A~B4-C, 
les produits partiels AxB et AxC deviendront B 5 X C, et 

B X C -4- CX Ci en les réunissant on obtiendra le résultat 

BxB- 4 -BxC+BxC 4 -CXC, 

qui peut s’écrire ainsi 

B’-f aBx C- 4 -C*, 

' ce qui donne le quarré de B -4- C, conforme è l’énoncé cidessns. 

On trouve d’une manière semblable que le quarré de la différence 
0fe deux grandeurs est composé du quarré de la première, moUti 
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^eux fois te produit de la première par la seconde f plus Ce 
cfdarré de la seconde. Le nombre 9 étant égal k iS~ 4 » par exemple» 
son ^arre 81 sera forme' de 169 — afois 4 X 16, cc«}u'il est 
aisé de vérifier. 

La démonstration générale de la proposition ci-dessns se forme en 
faisant B ^ dans le produit de A par la différence B-^C; 
car ce produit étant exprimé par Ay.B~—Ay,C, si Ton écrit 
«Vabord Jî— C au lieu de A, dans les produits AxB et AXC, 
ils deviendront respectivement 

BxB^BxCet BxC—CxC, 

et ponr retrancher le second du premier , il faudra » d'après Tar- 
ticle VI, écrire 

-B X 5 — 5 X C— B X CX C, 

ce qui revient k 

et donne le quarré deB*—C, conformément k l'énoncé ci-dessus. 

Les notions précédentes suffisent pour entendre les propositiona 
nécessaires de la Géométrie , car on peut, dans le n** 141 , se borner 
à la solution graphique, et passer les numéros i 5 o, i 56 , i 57 ,qui 
ne servent qu'à calculer le rapport de la circonférence au diamètre, 
qu'on peut obtenir facilement en Trigonométrie, parles sinus et les 
tangentes des petits arcs. 

(Zæs articles ci-dessous, qui concernent dévaluation dee 
mires et des volumes, autrement f le toisé des surfaces et dea 
solides, se rapportent à la fin de la première partie et à 
celle de la seconde. ) 

VIlI.*Lc rapprochement des eiq>ressions, ou formules, d'après 
lesquelles se calculent les aires 

Dn parallélogramme, u 9 170 , ,« 

Dn triangle , 171 , 

Dn trapèze, n® 178, 

Du cercle , n* 187 , 

Enfin du sectenr circulaire , n® 189, 
montre que la détermination de toutes ces aires ne dépend qne 
d*un produit de deux facteurs , qu'on peut toujours regarder !^oio 
la base et la hauteur, c'est-à-dire lesdeuxdÜmeruto/is d'un rectanglè 
équivalent à l'aire cherchée. Quand ces facteurs sont exprimés cti 
mesures décimales, leur multiplication s'efiectue à l'ordinaire; mais 
la dénomination des unités du résultat demande quelques atienfioA. 

Soit pour exemple un rectangle de 49 "^ 54 de base sur *7 

rie hauteur; en multipliant ces deux nombres, on trouve 756 , 4 ^ 58 ; 


«UPPIÉMEHT. 

L’unitc lie ce Tirtmbrc est le quarre ayant nn mètr^ de côte, qn'on 
nomme aussi le mètre quarrt , les fractioi^s décimales en sont ion* 
jonrs la dixième, la centième, la millième, etc. partie : la mesure 
ci-dessus ^pourrait donc s'cnoncer ainsi: ^56 mètres quarrès et 
47-58 dix-millièmes de mètre quarre'; mais plus ordinairement on 
fait correspondre les subdivisions du mètre qaarré avec celles du 
mètre linéaire, et alors on doit observer que 

Le mètre qoarré contient loo quarret d'un décimètre de c4té^ 
on cent décimètres quarrésy 

Le décimètre quarré contient çont quarrés d'an centimètre da 
ç6té, oa lOO centimètres quarrés, et ainsi de suite. 

* C'est donc les centièmes du mètre quarré qui expriment le« dé- 
cimètres quarrés, les dix-millièmes qui expriment les centimètres 
qparrés , les noiUionièmes qui expriment les millimètres quarrés. 
D'après cela, le nombre 756,4/58 s'énonce 

756 mètres quarrés , 47 décimètres quarrés, 58 centimètres quarrés. 

On Jnpe par là qu'il n'est pas permis de confondre le lo*"* du 
mètre quarré avec le décimètre quarré. La première de cessubdi* 
Tisions ne saurait sc représenter par un quarré dont les dimensions 
soient des nombres exacts, puisque l'anité n'en contient que lo, 
et que 10 nVst pas un quarré parfait. 

On peut rapporter commodément le io«** du mètre quarré 
à un rectanglq|de t mètre de base sur i décimètre de hauteur^ 
et il en est de même des (Vactiont décimales qui suivent et qui 
désignent isolément des rectangles de i mètre de base sur i cen- 
timètre, X millimètre, etc. de hauteur. 

Ce n'est qu'en séparant les chilTres de deux en deu^ h partir 
de la virgule , qu'on peut énoncer le nombre en mesures quarréca* 

Quand les chiffres décimaux sont en nombre impair, il faut écrire 
nn 7.éro à la droite, pour que k dernier ordre de dt^imales soit 
^apporté à des mesures quarrccs. 

Le rectangle ayant 27 "^ de base sur 4“^ 3 de hauteur, pax 
exemple, a pour mesure en mètres quarrés, i i6,i. Fn mettant un zéro 
à la droite de e^ nombre , ü devient iT6,toet s'éooctce n 6 mètres 
quarrés et lo décimètres quarrés. 

Ce que je viens de dire s'applique ég:dement aux divers ordres 
d'unités placés b la gauche de l.i virgule; et en observant qn« 
l’ure ét«int un quurré tb. loxnctrcô de c<)té, renferme cent mènes 
quarrés, que l'hectare reiifetnie cent ares, le nombre 37649 mètre* 
quarrés, par exemple, se décompose cit 3 hoct^cea, ^5 Ofes ^ 
mètres quarrés, ou centiares. t t t - 
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n est 5 propos de fixer le sens de plusiears expressions que 
'Ton confond quelquefois. Que l’on dise un mètre quatre ou ua 
mètre en quarré , cela revient au même, puisqu’il ne peut dire 
question, dans les deux cas, que d’un quarrd ayant nn mètre de 
côtè^ mais il faut soigneusement distinguer les espaces de lo mètres 
quarréSf et \o mètres en quarré^ par exemple ÿ car l’un indique 
une aire équivalente 5 to quarrés d’un mètre de côté, et l’autre 
un seul quarté ayant lo de mètres de côté , et comprenant par- 
conséquent loo mètres quarrés. 

, ' L’usage des mesures décimales simplifie considcrahlement les 
calcula du toise. Avec les anciennes mesures, le premier moyen 
qui se présence est de convertir chacun des facteurs , dans tes snb- 
divisions de la plus petite espèce qui soit contenue dans les deux, 
afin que le résultat soit exprimé en mesures quanées ayant cetta 
subdivision pour côté. S’il y a , par exemple , des lignes dans l’un 
des facteurs , il faut les réduire tous deux eu lignes \ le produit sera 
des lignes quarre'es. Pour remonter à des mesures plus grandes, 
OR observera que 

le ponce quarré vaut ix X >x, ou i 44 lignes quarre'es; 
le pied quarré ix X ix, ou i 44 pouces quarrés; 
la toise quarrée ^ 6 X fi , ou ^ pieds quarrés ; 

et en divisant successivement par ces nombres , on traduira le ré- 
sultat en toises quarrées , pieds et pouces quarrn. 

On sc servait peu de ce moyen, parce qu’il conduit h opérer sur de 
trop grands nombres ; mais on faisait usage du procédé qui sert h 
effectuer la multiplication des nombres complexes. Que les deux 
llimcnsions k multiplier soient, par exemple, 

' ^gtoiies 5^1 ,.po et 3 x' 4 ^* > 

si l’on choisit le premier pour multiplicande, on concevra d’abord 
un rectangle ayant 49*®*'*' 5 ^* 7 ^® de base sur hauteur, et 

qui sera par conséquent h celui dont on cherche la mesure, comme 
î 3 x' 4 ^* (166). Il sera permis en conséquence de regarder le 

multiplicateur 3 x* 5 ^® comme un nombre abstrait : or un rec- 

tangle de 49' 5 p* npo de base sur de hauteur, sc décompose dans 
les suivans : 

1*. Un rectangle de 49'®*^*' de baft sur i* de hauteur, et con- 
tenant 49 toises quarrées ; , 

*' xo. 5 rectangles ayant chacun de base sur 1' de hauteur: ces 
rectangles se nomment toises-pieds ; il est visible qu’il en faut S 
pour former la toise quarrée; 

7 rectangles de i pouce de base sqr 1* de hauteur : ces rec- 
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tangles se nomment toises-pouces i U en faut évidemment i3 povr 
former la toise^pied. 

En continuant de m^e on arriverait , s^il y avait lien , aux 
toises - lignes y toises-points j qui auraient entte elles et avec la 
toise quarréc, les mêmes rapports que les subdivisions linéaire» 
qui leur servent de base. Les abréviations de ces mesures, en com- 


mençant par la toise 

quarrée , 

sont 



t. r. 

y t.pi.y 

t. po. 

t.l. 

t.pt. 

Cela po<d , l'emploi des parties aliqnotet , conformément anx règle» 
exposées il la lin du Traité élémentairt éT Arithmétique, donne 

l’opération snivante ; 

49 '-' 

S'-f' 

y.f 

4 


3 x* 

¥ 

5f* 



98 





147 




Ponr 3 ''^^ 

iS 




it.fi 

5 

3 



V'fi 

5 

3 



Pour O 

a 

4 



I* fv 


a 

8 


Pour 3 f' 

a 4 

5 

9 

<p.| 

If' 

8 

I 

IT 

3 

Pour 4^® 

a 

4 

7 

8 S'f'' 



4 

t 

Il 3 


^ Produit total i634' * 3**/'* a'*e» 3*-^ lo**^** 

Bxeepté la première partie de ce résultat qni est en toises qnsf- 
rees , les autres sont des rectangles ; mais leur conversion en pied» 
quarrés, pouces quarrés, etc. est facile; car 

la toise-pied vaut 6 ^* X ou 6 pieds quarrés; 

i(.^f 

la toise-pouce , on ^ pied qnarré, on 73 pouces qnarrés; 


la toUe-ligne 


jt.po 
13 ’ 


on 6 ponces quarrés ; 


la toise-point 



13 


, on { ponce quarré, ou 73 lignes qnarrées. 


En multipliant donc respectivement par 6, 6, y» le» toises-pieds, 

toises-pouces y toises-lignes et toises-points , du produit obtenu et- 
dessus y on trouve i 634 toises quarrees, 19 pieds quarrés, et 
33 pouces quarrés. 

La toise qnarrée et ses parties ne servaient qu'à la mesure des 
petites aires; les champs s’évaluaient en perches et en arpens; ceS 
dernières mesures ont varié suivant le temps cl les lieux. On trouva 
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dans lea tables de TArithmetique , deux sortes d*arpens compare^ 
avec les nouvelles mesures agraires » savoir, Varpent des Eaux et 
\J^oréts, et Pavpent de Paris, L’un et l’autre étaient composés 
de loo perches; 1a perche, qu’on aurait dû nommer perche quancc, 
était un qnarré qui , dans l’arpent des Eaux et Forêts , avait 32 pieds 
de cûré, et seulement i8 dans celui de Par». Le rapport des pcr> 
ches, le même que celui des deux arpens , est celui des quarrés des 
nombres aaet i8, c’est-à^Klire de 4^4 3 a 4 > qui revient à peu pria 
au rapport de 3 & a. 

La perche de Paris ayant i8 pieds, ou S toises, de cûté, conte* 
naît 9 toises quarrees; et l’arpent du même lieu, contenant exac* 
tçment 900 toises quarrées, était plus commode que l’autre; mais 
toutes ces mesures sont bien inférieures aux mesures décimales, 
dans lesquelles on les transformera facilement, au moyen des tables 
citées : et d’iüüeurs , en convertissant en mètres et parties déci* 
males du mètre , les dimensions de la mesure proposée , leur pro- 
duit donnerait le rapport de cette mesure , au mètre quarré.^ 

Il n’est question dans ces Élemens, que des fîgures terminées 
par des lignes droites , ou par des circonférences de cercle ; mais 
les formules citées au commencement de cet article , serrent aussi 
dans la plupart des cas de la pratique , an toise des aires enve* 
loppées^par des lignes courbes, parce qu’en partageant ces ligues 
courbes en petites portions, sensiblement droites, on ramène la 
dgure proposée à un polygone rectiligne. 

IX. Les expressions des volumes du prisme, no ado, 

de la pyramide .... no a6a , 

du prisme triangulaire tronqué , no ^ 65 , 

du cône n» 375, 

du cylindre a 83 , 

et de la sphère n^i 3 o 4 — 3 o 6 , 

étant tontes composées du produit d’nne aire par une hauteur, de> 
pendent nécessairement d’un produit de trois facteurs, puisque l’aire 
en contient deux ; et ce produit revient à l’expression d’un paral- 
lélépipède rectangle (357) équivalent an corps proposé. C’est dans 
ce sens qn’on dit qu’au volume qnelconqne est le produit de 
3 dimensions. Leur multiplication se fait è l’ordinaire, quand 
elles sont exprimées en mesure^ décimales ; et le résultat est composé 
d’nn nombre entier et de parties décimales de cubes ayant pour côté 
l’unité linéaire. 

Je prends pour exemple un parallélépipède rectangle , dont les 

dimensioni sont 49"^54 , i5"',a7 , cl 8"^,5 ; le produit 643 o,o 445 

de ces nombres, fait voir que le paralléicpipcdc proposé contient 
C^ 3 o cubes de x XEèue de côte, et 44^ dix-millièmcs de ce euhu. 
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Les ili^îmales enonce'es cl-dessus ne sont rappo^'es qri?& I^unïU 
principale , qui est le cube d'un mètre de câtè , et qu'on nomme 
euMi mètre cube : si on veut les décomposer en parties qui soient 
les cubes des parties décimales de l'unité linéaire, il faut remar- 
quer que ^ 

Le mètre cube contient • . . lo x lo x lo , ou teoo dccimèt. euhesj 
Ledccimètrecube lo X lo X lo, ou i 9 oo centimèt. euhes^ 

et ainsi des autres; que par conséquent ce sommes millièmes, et les 
millionièmes du mètre cube , qui expriment les dccimèirescubcsy 
et les centimètres cubes, et en générai, les décimales prises de 3 en 3 
^ qui répondent h des mesures cubiques. 

Le résultat 643 o,o 443 ne renfermant pas un nombm de chiffî^ 
décimaux qui soit multiple de 3 , il faut y suppléer par des zéros» 
et l'écrire ainsi : 

6430 , 044300. 

De cette manière, on l'énonce, en disant : 

0430 mètres cubes , 44 décin^ètres cubes et 3 oo centimètres cubes. 

Il est inutile d’entrer dans de plus grands détails sur ce sujet; 
car il sera beaucoup plus commode de s'en tenir è la première 
énoDciatioa , pourvu qu'on ait soin de ne pas confondre le 10% 
le too^, etc. du mètre cube, avec le décimètre, le centimètre, etc» 
cubes. Les premiers se rapportent h des parallelépipèdesrectanglcs» 
ayant cous pour base le mètre quarré , et pour hauteur 1 décimètre ^ 
3 centimètre, etc. 

Quand, avec les anciennes mesures, on ne voulait opérer que 
sur des nombres entiers , on convertissait chacun des facteurs du 
volume cherché, dans les subtlUnsions de la plus petite espèce qu'il 
y eât dans les trois; le produit sc trouvait exprimé en cubes ayant 
cette subdivision pour côté; en lignes cubes, par exemple , si les fac- 
tenn étaient convertis en lignes. Ou parvenait ensuite à des mesures 
plus grandes , en observant que , 

le pouce cube vaut la x la x I 3 , ou 1708 lignes cubes; 

^ le pied cube 1738 pouces cubes; 

b toise cube 6 x 6 x 6 , ou 3 i 6 pieds cubes. 

et en divisant, tant que cela était possible, par ces nombres. 

Le plus ordinairement on laissait les facteurs sous leur forme 
dénombrés complexes. £0 multipliantdeux des facteurs entre eux, on 
calculait d'abord, en toises quarrées, toises-pieds , toises-pouces, etc. » 
Faire qui devait servir de base au volume cherché ( considéré comme 
celui d'un parallclcpipèdc rectangle), puis on regardait cette aire 
côiame la base d'un parallélépipède rectangle ayant 1 toise de hau- 
teur, et étant par conséquent au corps cherché, comme l’unité est 
SRI troisième facteur , qui alors pouvait être regardé comme un 
nombre abstrait. 11 est visible que, 

1^,1 toise qnarree de base sur 1 toise de hauteur forme un 
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«nb« d'one toise de côte , ou une toise cube ; 

qo. 1 toise-pied, c'cst-À-dire un rectangle de i toise de long sut 
tin pied delargc, ^tant pris pour base d'un parallélépipède rectangle 
de I toise de hauteur , ce parallélépipède a deux arêtes contiguës de 
1 toise , et peut aussi être envisagé comme ayant i toise quarrée 
de base sur i pied de haut ^ on lui donne pour cette raison le nom 
de toise-toite^pied i ce qui s'écrit t. t. pi.\ U en faut 6 pour formet 
la toise-cube ; 

3^. I toise-ponce sur i toise de hauteur, forme de même im 
parallélépipède de x toise quarrée de base sur i pouce de haut» 
qu'on nomme toise-toise-pouce , qui s'indique par U t. po. j il eii 
laut 13 pour former la toise-toise-pied, 

4". La même progression fournit ensuite des toises^toises’lignes^ 
on t, L y toUeS’-toises’-points y on t, t. pt. 

Le volume du parallélépipède de i toise de haut , se trouve ainsi 
exprimé par un nombre qui se rapporte à des subdivisions assez 
«impies; et il ne s'agit plus que de multiplier, k l’aide des partit» 
«Uquotes, ce nombre par la hauteur du parallélépipède propose'. 

Voici pour exemple le parallélépipède rectangle, dont les dimen- 
sions sont 

49^ 5^^ 7 ^®, 3a' 4^^ 5^®, et 5' aP^ iop®. 

Les deux premières déjà employées daxis l'article VIH (pagexlij}» 
donnent pour produit 

i634'*' 3' P» a' p® 3**^ lo'-P'. 

Un parallélépipède constrnit sur cette base et sur one toise de 
bantenr, contiendrait 

i634’*'** 3*'»*r® 3'*'*^ 

inaltiplianc ce nombre par 5' aP* loP® , hauteur du parallélépipède 
proposé, on aura le volume de ce dernier, 

i634*-*' 3'*'P^ af.f.f® 3*.*./ jo*’*'P* 

5^ aP* loP® 


8170 

Pont a'*'*P^ 1 4 

5 

Pour a*’'*P® 

Pour 3***'* 

Pour 6^ ' P' 

af.i.j»# 

a'.'*P* 

Pour aP^ 544 5 

Pour 6 p® liî I 

aP® 45 a 

aP® ^ 3 

Produit total* 8944***0 3 '**'P^ 


xo 

I 3 

a 6 


10 

10 

093 ^. 

3 a 3 i:. 

5 O 9 À- 

5 ° 9 A- 
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3£l\j supplément; 

Au lien de on petit ajouter une unité aux toises-loises^oiiUt^ 
Dans la pratique, on a rarement besoin de pousser les calculs 
iosqu'aux dernières subdivisions, comme je Tai fait cînlessus, parce- 
que leur valeur est presque uuUc; et quand il ne s'agit que de 
de'terniiner le prix d'un ouvrage, la forme de ces subdivisions est 
la plus commode J cependant on les réduit quelquefois en mesures 
cubiques, et pour cela, U suffit d'observer que 

la toise cube contenant ai6 pieds enbes , 
la toise-tnise-pied>en contient ou 36, 


la tuise-toise-pouce {y, on 3, 

la toise-toisc-Iigne ^ ou 43a pouces enbes^ 

(puisque le pied cube contient 1738 pouces cubes), 
la toisc-tuise-point ou 36 pouces cubes. 


En conséquence, on multiplie respectivement par les nombre! 
36, 3, j-, 36, les divers nombres des subdivisions indiquées ch 
dessus, avec l'attention de multiplier par 433 le reste des toises- 
toiscs-lignes , si la division par 4 eu laissait un , de compter le pro- 
duit]>ourdespoucescQbes, et de l'ajouter à ce qoe donneront les 
toiset-toises-poinu. Le nombre 

8*.»./. 4i-/.^r-^ 

trouvé ci-dessus, devient 

8944 toises cubes, ii3 pieds cubes, i44 pouces cubes. 

L’usage des charpentiers était de mesurer les bois , non à la toise 
cube , mais à la so/iVe , qu'ils établissaient de 6 ponces d’équar* 
Tissage snr 13 pieds de longueur, c'est-à-dire formant un parallé- 
lépipède rectangle, dont la base était un quarré de 6 pouces de côté , 
et la hauteur I3 pieds. Cette base ayant tpied de côté, contient ^ 
de pied quané{ et en multipliant par la hauteur X3, on trouve 
3 pieds cubes pour le volume de la solive. Ce volume , pris pour 
nnité, était divisé en 6 parties appelées pieds de so/iVe, dont chacune 
valait par conséquent pied cube, ou 864 pouces cubes. Le pied 
de solive se divisait encore en 13 parties appelées pouces de so« 
Hue y et contenant par conséquent chacune 73 pouces cubes. 

On voit que les divisions de la solive suivaient la même loi que 
celles de la toise cube en toiscs-toises-pieds, etc. ; et la solive entièro 
étant de 3 pieds cubes , se trouve l'a 73^ partie de la toise cube. 
On peut donc, eu lo multipliant par 73, convertir un nombre 
de toises cubes , toises-toiscs-pieds , etc. en solives et parties de 
solives ; par ce moyen , le toisé des bois rentrait dans les règles 
du tpisé général à trois dimensions, il n'etaU pas difficile noa 
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tk se former des rè^es partiçuiières pour obteiur immédiatement '' 
le résultat da toisd en solives. ^ 

Mais combien runiformité des mesures nouvelles , qui ramène 
tout an mètre cube, ou stère, et leur subdivision décimale, qui 
rend toutes les opérations semblables à celles qui sVffectuent sur 
les nombres entiers, sont préférables h ces diveis procédés, quel* 
qu'ingénieux qu'ils puissent paraître. En les mettant ici sous les 
jenx du lecteur, en comparaison ovec les catculs décimaux, j'ai 
eu principalement pour but de rendre pins frappant rimmensa 
.avantage de ceux-ci ^ avantage dont U faut espérer que sera con- 
vaincue la génération future, si son éducation est bien dirigée snr 
ce point ; car tant que les ouvriers ne se déferont pas dn pied et 
de la toise, qu'ils portent avec -eux, qu'ils s'en serviront pour 
prendre leurs mesures, et qu'après avoir fuit le calcul suivant ces 
mesures, ils auront encore , pour se conformer h la loi , à convertir 
Jes anciennes mesures en nonvelies , il est impossible qu'ils voient 
dans le système métrique décimal, autre ebôse qu’une mnovation 
importune. Enfin , il faudrait que tous ceux qui ont des nombres 
h prescrire, soit comme administrateurs, soit comme ingénieurs, 
choisissent , autant que cela se peut , des nombres ronds , en nou- 
velles mesures, comme on le faisait dans les anciennes. 

Les conversions d'nn système dans l'autre, devenant de plus 
en plus rares, s'effectueraient sans peine par les tables dressées 
depuis long-temps pour cela ; et quand on n'aurait ptis ces tables 
sous la main , on y suppléerait en calculant, par ses dimension* 
exprimées en nonvelies mesures , la valeur du volnme que l'on 
veut exprimer par ces mesures. C'est ainsi qu'en formant le cube 
du nombre décimal qui exprime la toise par le mètre , on aurait 
le rapport de la toise cube au mètre cube. 

Le bois de chauffage se mesure en le rangeant dans nn châssis 
«U membrure ; et le tas prend la forme d'un parallélépipède rec- 
tangle qui a pour base l’aire de cette membrure, et pour hauteur 
la longueur des bûches. La membrure qui déterminait l’ancienne 
corde, avait 8 pieds de long sur 4 pieds de haut, et par con- 
séquent 3n pieds quarrés de surface. La longueur des bûches étant 
de 4 pieds, la corde de bois contenait ia8 pieds cubes j et par ce 
nombre , on en calculerait sans peine le rapport avec le mètre cube 
ou stère. 

Quand les mesures ne sont pas des parallélépipèdes, mais des 
cylindres, comme l'étaient les litrons, les boisseaux, comme le 
^Dt les litres, leur volume se calcule au moyen des expression! 
I^ropres I cette forme de corps. 
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Dans la forme de raisonnement adoptée pour l’exposition des Elé. 
inens* de .Géomëine , 

Un axiome est nne véritë ëvidente par elle-méme , 

Un théorime y nne proposition à démontrer, •' 

Un coro/foire, une conséqnonced’nne proposition dëiàdëmonirëe, 
Un probtime , nne question à résoudre. 

, Une proposition qni ne sert qne de préparation i nne antre, se 
nomme aussi lemme , 

Et l’on donne anz remarques le nom de scholies. 


U est à propos d’obsenrer qn’nn théorème renferme deux parties 
saToir : V hypothèse , elle conclusion qni en est la conséquence. Il 
n’est pas toujours possible de renrerser l’énoncé ; c’est-à-dire qu’en 
prenant la conclusion pour hypothèse, on n’a pas toujonrs pour con- 
clusion nécessaire l’hypothèse primitive; et cela, parce que la con- 
clusion primitive convient quelquefois à un plus grand nombre de 
casque l’b3rpothèse : de là rient la nécessité de démontrer leapropo» 
sitioos mverses , lorsqu’on vent en faite usage. 





I 


ÉLÉMENS 


i 


od.by Goôgic 


I 



• NOTIONS GÉNÉRALES SUR L’ÉTENDUE. 

1 . L’ ESPACE que les corps occupent a nécessairement 
trois dimensions , que l’on désigne par les noms de lon- 
gueur, largeur et profondeur , ou épaisseur. > 

Un corps ne peut être privé de l’une de ces dimensions 
sans cesser d’exister ; mais il n’est distinct de l’espace 
indé&ni que parce qu’il est terminé, ou qu’il a des limites 
sans lesquelles il ne saurait être conçu. Ces limites, qui 
tombent sous nos sens et qui n’pnt point d’épaisseur, sont 
des surfaces. 

Quand un corps présente plusieurs faces , chacune 
a , dans le lieu où elle se joint à une autre , ses limites, 
qui n’ont ni épaisseur, ni largeur, et qu’on nomme 
lignes'. 

Enfin ces dernières ont elles-mêmes, aux endroits où 
elles se rencontrent , leurs limites ou leurs extrémités, 
qui n’ont ni épaisseur, ni largeur, ni longueur, et qui 
s’appellent points. 

L’existence de ces diverses espèces de limites ne peut 
Géométrie. 8* édition. A 
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être, révoquée en doute , puisque ce n’est que par leur 
moyen que nous jugeons de la figure des corps. Nous 
les considérons, par la pensée, chacune en particulier , 
en faisant abstraction d’une ou de deux des dimensions 
du corps , qui d’ailleurs ne sauraient être anéanties ; car 
comme nous ne pouvons que niodifier les formes de la 
matière , nos opérations s’effectuent toujours sur de» 
coivs, et jamais sur des surfaces, des lignes ou de» 
points : mais leur résultat s’éloigne d’autant moins de 
celui du raisonnement , que nous apportons plus de soin 
à dùninuer les dimensions étrangères à celles de la limite 
que nous avons considérée sur le corps. Par le raisonne- 
ment, nous atteignons cette limite ; parle calcul, nous 
pouvons en approcher iudéfiniment , tandis que l’exac- 
titude des opérations mécaniques trouve ses bornes dan» 
l’imperfection iné\ôtable des instrumens. 

3. Parmi les lignes , celle qui s’offre la première est 
la ligne droite , dont on donne une idée nette dès qu’on 
énonce que c’est le plus court chemin pour aller d’un 
point à un autre. 

Dans cette idée se trouve aussi comprise la possibilité 
' de prolonger la ligne droite indéfiniment au-delà de 
cbacun des termes qu’on lui a d’abord assignés , et l’im- 
possibilité de le faire de plusieurs manières. 

Il est é\ûdent qu’il n’y a qu’une seule ligne droite ; 
toute ligne qui n’est pas di»ite ou composée de plusieur» 
lignes droites , est courbe ; et l’on sent qu’il doit y avoir 
un nombre infini de figues courbes. 

Parmi les différentes surfaces qui terminent les corps, 
on remarque d’abord le plan ou la surface plane , qui 
diffère de toute autre , en ce qu’on peut y appliquer 
exactement , ou y tracer une ligne droite dans tous les 
sens ; il ne peut y avoir qu’une seule espèce de plan. 

l’oute surface qui n’est pas plane ou composée de 
plusieurs plans, est courbe ; et le nombre des surface» 
ooui'be» est infini. 
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J’exposerai successivement les propriétés, les plus 
remarquables des lignes, des surfaces et des corps, en 
me bornant à celles qu'il est indispensablement néces- 
saire de connaître pour étudier avec fruit les diverses 
branches des mathématiques pures et appliquées. 

PREMIÈRE PARTIE. 

SECTION PREMIÈRE. 

s 

Des propriétés des lignes droites et ciivulaires. 

s 

A'’. /?. Pour toute cette première partie , les lignes representeies 
Jctiis lis figures bunt situées sur un même plan. 

DÉFlNfTIONS ET NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

3. Ox ne considère, dans les élém^ns de Géométrie, 
que deux espèces de lignes, savoir : la ligne droite , ou 
simplement la droite, qui est le plus court chemin pour 
aller d’un point à un autre , et la circonférence du cercle, 
ou la ligne circulaire , dont tous les points, situés sur le 
même plan, sont également éloignés d’un autre point pris 
dans ce plan , et qu’on nomme le centre. 

AB , fig. 1 '’", est une droite. Il est évident (a) que FIG. u < 

rien ne s’oppose à ce qu’on prolonge indéfiniment la 
droite AB en-deçà du point A et au-delà du point B , et 
qu’elle sera déterminée par deux autres quelconques de 
ses points , CetD, aussi bien que par les points A et B -, 
c’est-à-dire, que si l’on proposait de joindre par une 
droite les points C et Z>, le trait passerait sur la ligne AB, 

A a 
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FIG. 9. AB CD ,fig. 2 , est une circonférence de cercle dont 
le centre est en O. Les droites AO, BO , CO, qui me- 
turent la distance des points quelconques B, C, do 
cettedernièreligne, au centre O, et qui sonttoutes égales, 

*e nomment les rayons du cercle; une partie quel- 
conque de sa circonférence se nomme arc : enfin l’on en- 
tend par le cercle la portion du plan terminée de toutes 
parts par la ligne circulaire. 

Il est -visible que , pour trouver tous les points qui sont 
à une distance donnée a o du point O, il suffit de décrire x 
de ce point, comme centre, et avec un rayon égal à 
«O, une circonférence de cercle. 

Cela posé, je considérerai d’abord les lignes droites. 

4- Mesurer la distance de deux points ou la longueur 
d’une droite, c’est chercher combien de fois cette droite 
en contient une autre , prise pour unité, ce qui se fait en 
portant la seconde sur la première, autant qu’il estpos- 
eible; et si l’on trouve un reste, il faut tâcher d’évaluer 
ce reste en fraction de la seconde ou de l’unité. 

En général , mesurer une ligne par une autre , c’est 
chercher le rapport de ces deux lignes, ou chercher s’il 
n’y a pas une ligne plus petite qui soit contenue un nom- 
bre exact de fois dans l’une et dans l’autre, et qui par 
conséquent soit là commune mesure de toutes deux. 
Cette recherche est donc, par rapport aux lignes, ce 
qu’est celle du commun diviseur à l’égard des nombres. 

PROBLÈME. 

S. Deux droites étant données , trouver leur com- 
mune mesure , ou au moins le rapport approché de 
t une à l'autre. 

FIG. 3 Solution. Soient AB et CD,fig. 3, ces deux droites : 
on portera la plus petite CD sur la plus grande, autant 
qu’elle pourra y etre contenue f on trouvera qu’elle y est 
trois fois depuis A jusqu’en E, avec un reste EB ; eu- 
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DE CEOMÉTRIE. 
sorte que l'on aura 

AB = ZCD + EB. 

On portera ensuite sur CD le reste qui s’y trouvera 

contenu quatre fois avec im second reste FD, ce qui 
donnera -i 

CD'=zi^EB FD. 

On portera ce second reste sur EB -, et comme il sera 
contenu une fois de E en G, avec un troisième reste G B , 
on aura 

EB^FD -{■ GB. 

Enfin G B étant porté sur FD, et s’y trouvant trois fois 
il viendra, pour dernier résultat, 

FD = ZGB. 

En remontant de la valeur de FD à celle àt EB , de 
celle-ci à celle de CD , et de cette dernière à celle de i 
AB ,on trouvera successivement 

FD=zZGB, EB=z^GB, CD=i^GB , AB=QiGB 

d’où on voit que le dernier reste GB est la commune 
mesure des droites AB et CD -, et puisqu’il est 6i fois 
dans la première, et ig fois dans la seconde, il s’ensuit 
que ces droites sont entre elles dans le rapport de 6 1 à 19; 

Rien ne doit être plu^ facile maintenant que d’appli- 
quer ce procédé à tout autre exemple. La comparaison 
des restes successifs doit être poussée jusqu’à ce qu’oit 
en'trouve un qui soit contenu un nombre exact de fois 
dans celui qui le précède, ou qui soit tel , que le' resta 
qu’il pourrait laisser dans cetjfe opération, échappe aux 
sens par sa petitesse. C’est ainsi qu’on parviendra tou- 
jours à un résultat au moins approché. 

6 . n est évident qu’une droite n’en peut rencontrer 

une autre qu’en un seul point ( 3 ). ^ 

7. L’espace indéCni BAC,fig. 4 , compris entre deux llü. 
droites qui se coupent en un point A , et que l’on peut 

A 3 
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conceToir prolongées autant qu’on le' voudra , se nomme 
angle. Quoique cet espace ne soitpas fermé du côté B C,' 
il est néanmoins bien distingué du reste du plan, par 
les limites .i4B et j4 C. Deux angles peuvent différer entre 
eux à cet égard ; la droite D , par exemple, fait évi- 
demment, avec AB, un angle plus grand que celui que 
font entie elles les droites AB et AC. 

On désigne ordinairement un angle par trois lettres , 
en mettant au milieu celle qui occupe le point où les 
deux lignes se coupent , point qu’on nomme sommet de 
l’angle. L’angle formé par les droites A B et AC , est 
l’angle BAC. Quand il n’y a qu’un seul angle dans un 
point , comme en a , par exemple , on peut ne mettre 
que la lettre du sommet , et dire l’angle a. 

8. Deux angles sont égaux lorsqu’étant posés l’un sur 
l’autre , ils se recouvrent parfaitement. L’angle ôac sera 
égal à l’angle si , la droite a b étant posée sur 

A B , àe manière que le point a soit sur le point A , 
l’autre droite ac tombe sur A C. Il n’est pas nécessaire , 
pour que l’égalité ait lieu , que les longueurs des lignes 
AB et ab, AC etac , soient respectivement égales ; car 
on sent parfaitement que si dans les portions .afi' et Ad 
de leurs longueurs , les droites AB et AC se confondent 
avec lés droites ab et ac , il en sera de même dans tout 
le reste , lorsqu’on prolongera celles-èi d’une quantité 
sallisante. 

g. La position respecfivê dé deux droites dépend de 
l’angle qu’elles font entre elles. Parmi toutes les situa- 
tions qu’une droite peut avoir àl’égard d’une autre qu’elle 
rencontre , la plus remarquable est la situation perpendi- 
culaire. C’est par ce mot que l’on désigne le cas où une 
riG. 5. droite A C,Jlg. 5 , tombant sur une autre AB, fait, avec 
cette dernière, prolongée au-delà du point A en A D , 
deux angles BAC et DAC é^aux entre eux : c’est-à-dire 
qu’alors’si on plie la figure le long de la ligne AC, lu 
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portion j 5 de la droite BD doit se coucher sur l'autre * 
portion AD. 

Il est évident que , dans ce cas , la droite AC na 
, penche ni vers D , ni vers B. 

Les angles B A C et CA D sont nommés angles droits. 

Tout angle moindre qu’un droit se nomme angle aigu. » 

L’angle BAE est un angle aigu. ' 

Tout angle plus grand qu’un droit se nomme angle 
obtus. L’angle B A F est un angle obtus. I 

Il est visible qu’un ^ angle droit doit en couvrir un pifî. S. 
autre ; que l’angle droit A'B'D', Jig. 6 , par exemple, 
étant placé sur l’angle droit ABD ,doit\e cOuvi'ir exac- 
tement. Én efFet, si l'on pr^nd AB — A'B' , et qu’on 
porte ensuite la figure A' CD' sur ACD , en faisant 
coïncider les points A! et B' , avec les points A et B , 
les droites AC et A C se Couvriront parfaitement, puis- 
qu’on n’en peut mener qu’unè seule entre deux points 
donnés ; et si la ligne AD' ne tombait pas alors sur 
BD , mais prenait une position Bd, les angles A'B'D' ^ 

Df A C , représentés par A Bd, dB C, ne seraient pas 
égaux, et ne Seraient par conséquent pas droits. 

10. On voit, à l’inspection seule de la figure 5 , que FIG. 5. 
la somme de tous les angles BAE , EAC , CAF, F AD, 
qu’on peut faire du même côté d’une droite et autour 

d’un de ses points pris pour sommet , équivaut toujours 
à deux droits , en quelque nombre que soient ces 
angles. 

1 1 . Lorsqu’une droite AE tombe sur une autre 
droite prolongée de part et d’autre du point tîe rencon- 
tre * elle fait , avec cette autre , deux angles EAB et 
EAD, qui, réunis ensemble , valent deux droits 

Deux droites BD et E F,ftg. 7 , qui se coupent, étant FIG. 7. 
prolongées au-delà de leur point de rencontre A , for- 
ment autour de ce point quatre angles qui sont opposés 
parle sommet deux à deux, savoir; EAB à F AD, EAD 
kFAB. A4 


' • 
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' la. Les angles opposés par le sommet, que forment 
deux droites en se coupant , sont égaux. 

Démonstration. En effet, il résulte du numéro précé’' 
dent, que la somme des angles BAE et DAE , placés 
du même côté de* la droite DB, est égale à deux droits, 
et que celle des angles DAE et DAF, placés du même 
côté de la droite EF, est aussi égale à deux droits j 
ainsi les angles BAE et DAE réunis , équivalent 
aux angles DAE et DAF réunis. Retranchant de part 
et d'autre l’angle commun DAE, il restera l’angle BAE^ 
égal à 1 angle DAF, qui lui est opposé par le sommet. 

On démontrerait de mêhie que l’angle DAE'e&t égal 
à B AF. 

FIG. 8. Corollaire. Il suit de la proposi^on précédente , 

qve si l’on continue au-dessous de AB ,fig. 8, la droitç 
AC, qui fait avec DB deux angles droits , CAB et CAD, 
son prolongement fera encore, de l’autre côté de 
AB , deux angles droits, BAE et DAE , puisque ces 
angles, étant opposés par le sommet aux angles CAD 
et CAB, qui sont supposés droits, seront eux-mêmes 
droits (g) . 

Il résulte encore de là que CE étant perpendiculaire 
sur DB , DB l’est aussi sur CE. 

Si maintenant on mène par le point A tant de droites 
FG, H7 , etc. qu’on voudra, il est visible que la somme 
de tous les angles BAF , FAC , CAH , HAD , DAG , 
GAE, EAI , J AB , que ces droites feront entre elles, 
ne compos'era jam'ais que quatre angles droits. 


flG. 9 . 


14 . On ne peut enfermer un espace p^ un nombre 
de droites moindre que trois. Cet espace se nomme 
triangle. Les lignes qui le terminent se coupent deux à 
detix , et forment trois angles -.ABC , fig. 9 , est un 
triangle dont les côtés sont jB , AC, BC , et le| 
trois angles sont B , C. 


» 


* 
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Les premières propriétés du triangle servant de base 
è tout ce qui regarde la situation respective des droites, 
il convient de les faire connaître avantd’aller plus loin. 

i5. Remarques. Puisque la ligne droite A B , est 
le plus court chemin pour aller du point A au point 
B, il s’ensuit que la somme des deux autres côtés A C 
et B C à\x triangle ABC, surpasse A B \ et l’on verra 
de même que la somme de deux côtés quelconques d’un 
triangle surpasse toujours le troisième. 

Mais si l’on prend dans l’intérieur d’un triangle ABC, 
un point quelconque E , et qu’on tire les droites AE ^t 
EB , la somme de ces droites sera moindre que celle 
des droites AC et B C qui les enveloppent. En effet, si 
l’on tire par le pojnt E une droite OF , qui coupe en 
même temps les deux droites AC et BC , oa aura 

CFCGC+'CF-, 

d’où il suit que le contour AGFB sera moindre que la 
somme des droites C et CB. Par la même raison , 

AE<AG-\-GE ,EB < EF-i^FB-, 
donc AE+EB<C.AG+GE-\-EF-\-FB, 

ou plus petit que le contour AGFB, et par conséquent 
à plus forte raison plus petit que la somme des droites 
ACetBC. 

On distingue six choses dans un triangle , savoir trois 
angles et trois côtés. Il y a entre ces six choses des rela- 
tions nécessaires qui sont contenues dans les propositions 
suivantes. 

THÉORÈME. 

iG. Lorsque deux triangles ont un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux , chacun à chacun, ils sont 
égaux dans toutes les autre.s parties. 

SiVin^eCdutriingle ABC ,J}g. lo, est égal à l’angle EIG 
Û du triangle A' F C , et que les côtés AC et BC , qui 
comprennent le premier de ces angles , soient respect!- 
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vement égaux aux côtés C ttB'C , qui comprennent 

le second, le triangle Ali C sera égal au triangle A' B' Cf 
dans toutes ses autres parties ; c’est-à-dire que l’angle A 
sera égal à l’angle A' , l'angle B à l’angle lï , et le côté 
AB au côté A' lï. 

Démonstration. Si l’on porte le triangle A' Cf B' sur 
le triangle A CB , de manière que le côté A'C tombe 
éviT AC , en mettant le point Cf sur le point C, le point 
A' se trouvera sur le point A, puisque A' C =AC\ do 
plus , les angles ACBetA'C'B', étant égaux par l’hypo- 
tlièse,se couvriront exactement, et le côté C iî' tombera 
par conséquentsurle côté C5 : enfin le point tombera ? 

sur le point 5 , puisque CB— CB'. La droite A' B' 
ayant ses deux extrémités sur celles de la droite AB, sa 
confondra avec elle; le triangle A' C Bf couvrira donc 
exactement le triangle ACB , et lui sera parfaitement 
égal. 

Il est important de remarquer que les côtés égaux , ou 
ceux qui se couvrent lorsque les deux figures sont posées 
l’une sur l’antre , se trouvent opposés à des angles égaux 
dans chacun des triangles; ainsi, A ff , qui se confond 
avec AB , est opposé à l’angle C égal à l’angle C. Il en 
est de même dans les propositions suivantes. 

17. Corollaire. Un triangle est entièrement déterminé 
par l’un de ses angles et les deux côtés qui le com- 
prennent, puisque quand deux triangles sont égaux 
dans ces parties , ils le sont dans toutes les autres. On 
peut encore se convaincre de cette vérité , en observant 
que lorsque l’angle C est donné , la situation respective 
des côtés AC et CB l’est aussi ; et si l’on a de plus leur 
longueur, qui fixe les points A et on ne peut joindre 
ces points que par la seule droite AB ^ttovk n’obtient 
ainsi que le seul triangle ABC. 
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i8. Lorsque deux triangles ont, chacun à chacun , 
un coté égal adjacent à deux angles égatù: , ces trian- 
gles sont parfaitement égaux. 

Si le càtè AB du triangle ABC est égal an côté A' 
du triangle A B' C , et que les angles CAB et CB A du 
premier triangle soient respectivement égaux aux angles 
C A! B' et CB' A' du second , ces deux triangles seront 
égaux en tout. 

Démonstration. Pour reconnaître la vérité de cette 
proposition , il faut concevoir que le triangle A' B' C soit 
posé sur le triangle ABC, de manière que le côté A' B" 
soit placé sift son égal A B , savoir : le point A' sur le 
point A, et le point B' sur le point B. Il suit de l’égalité 
des angles CA B et C A' B' , que le côté A C doit tom- 
ber dans la.direction du côté AC ; de même les angles 
CB A et C B' A' étant égaux, lecôté CB' tomberadanj 
la direction de C.6 , et le point C , commun aux deux 
côtés C A' et C B' , se tnouvera par conséquent sur le ’ 
point C, commun aux deux côtés CA et CB: les deux 
triangles se couvriront parfaitement, et seront donc 
égaux dans toutes leurs parties. 

THÉORÈME. 

t^. Siles cotés A'B' etBlC' dutriangleA'WC',üg.iï, HG. li- 
sent respectivement égaux aux côtés AB et BC du 
triangle ABC , et que C angle B', compris entre les deux 
premiers, soit moindre que l’angle B, compris entre les 
deux derniers , le côté A'C', opposé à I angle B' dans le 
triangle A'B'C', sera moindre que lecôté AC, opposé à 
[angle B dans le triangle ABC. 

Démonstration. En effet, lorsqu’on place le triangle 
A B' C sur le triangle j4.SC, en posant sur AB, le 

point C ne peut prendre que les trois positions repré- 
sentées en C dans les numéros i , a et 3 de la figure. 
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Par la première , dans laquelle il tombe sur le côté 
AC , il est évident que AC , qui représente AC , est 
moindre que AC. 

Par la seconde , qui suppose le point C au-dedans du 
triangle ABC , on aurait 

AC -\-BC <,AC + BC{\^^. 
d’où il résulterait encore 

AC orx A ce AC, 

puisque BC, qui représente B' C , est égal à BC, par 
l'hypothèse. 

Enfin dans la troisième position, le point C étant ex- 
térieur au triangle ABC, on aurait 

AC<,OC-\-OA, BC<OB + OC, 
d’où on conclurait 

AC->rBC<,OC+OA-^OB-\-OC,^ 
ce qui revient d’abord "à 

AC + BC<AC+BC, 

puisque OC-^OBz=zBC , OA -\-OC-= AC', et re- 
tranchant ensuite de part et d'autre les lignes égales B C 
et B C , il resterait toujours 

AC ou AC < AC. 

ao. Corollaire. Il suit de là que deux triangles dont 
les trois côtés sont égaux chacun à chacun , sont égaux 
dans toutes leurs parties; car si les côtés AB , AC, BC, 
FIG. 10. du triangle i o, sont respectivement égaux aux 

côtés A' B' , A C etB.C, du triangle A Æ' 6 ', l’angle com- 
pris entre deux côtés quelconques du premier , sera égal 
à l’angle compris entre les deux côtés égaux à ceux-ci 
dans le second. Si, par exemple , l’un des deux angles 
B etB' était moindre que l’autre , l’un des côtés AC et 
A C serait aussi moindre que l’autre (n° pcécéd. ) , ce 
• qui est contre l’hypothèse ; donc les triangles AB CeX 
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'A! C ont en même temps leurs côtés et leurs angles < 
égaux chacun à chacun , et sont par conséquent égaux 
Ci6 ou i8). 

PROBLÈME.- 

ai. Les trois côtés d’un triangle étant donnés sépor- 
rément , décrire le triangle. 

Solution. Soient 3f, K,P,Jig. in, les trois lignes don- FIG. 
nées : ayant pris là première pour former le coté AB, 
on décrira du point A , comme centre , et d'un rayon 
égal à la seconde ligne N , un cercle C D C , puis du 
point B, comme centre , et d’un rayon égal à la troi— 
sièmeligneP, unautre cercle CÆC/. Leurs circonférences 
se couperont en deux points , C et C', situés l’un au-dessus 
de et l’autre au-dessous. En joignant chacun de ces 
points avec les extrémités de la Lgne A B ,on formera 
deux Triangles qui satisferont à la question , puisqu'ils 
auront leurs côtés respectivement égaux aux trois lignes 
données. 

33. Remarques. Si l’on prenait trois lignes au hasard, 
il pourrait arriver que les circonférences des deux cercles 
décrits ne se rencontrassent pas. Cette circonstance au- 
rait lieu, 1 ®. dans le cas où P -f- A^’serait moindre que M. 

En effet, il est visible, et on le prouvera d’ailleurs dami 
la suite, quedeuxcerclesnepeuvent se couper qu’autant 
que la distance de leurs centres est moindre que lasomma 
de leurs rayons. a°. Dans le cas où l’un des cercles 
embrasserait l’autre , c’est-à-dire , où l’on aurait 

AD AB +B F, on N:>M + P. 

Ces deux cas sont compris dans la condition générale , 
que la somme de deux côtés quelconques d’un triangle, 
est toujours plus grande quer le troisième, et qu’on 
peut simplifier en l’énonçant ainsi : Lasomme desdeux 
plus petits côtés d’un triangle est toujours plus grande que 
le troisième. En effet, la condition suffire 



l4 É L É M E K s 

lorsque A' et P sont moindres que M, puisque dans ce 
cas , les conditions N+M^P et P-t-M^N, sont né- 
cessairement remplies. 

La solution du problème précédent, qui met en état 
de construire un triangle égal "à un autre , en faisant 
usage des côtés de ce dernier , offre le moyen de faire 
un angle égal à un autre. 

PROBLÈME. 

a3. Par un point donné, pris sur une ligne donnée, 
faire un angle qui soit égal à un angle donné. 

Solution. Soient, Jig. i3, CAB l’angledonné, A'B'Xa. 
droite sur laquelle on veut construire le nouvel angle qui 
doit avoir son sommet en A' ; je prends sur les côtés du 
premier , à partir du sommet, deux distances, AB 
A C , égales entre elles , et je joins , par une droite , le» 
points Cet .fi, où elles se terminent. Portant ensuite A fi 
dé A' en fi', je n’ai plus qu’à décrire sur fi' un triangle 
dont les* deux côtés .<4' C' etfi'C' soient respectivement 
égaux à A C et à BÇ, ce qui se fait en marquantl’une 
des intersections C' des circonférences des cercles décrit» 
avec les rayons AC et B C, des points et fi' comme 
centres. Tirant A <7, l’angle C A fi' sera égal à l’angle 
CAB, puisque les triangles CAB etC fi' sont égaux 
par construction ( fl i ) . 

PROBLÈiME. 

34 . Vn triangle étant donné, en construire un autre 
qui lui soit égal, en employant à la construction de cet 
autre un angle du premier et les deux côtés qui le com- 
prennent. 

FIG. 10 . Solution. Si cet angle et ces côtés sont l’angle C et le» 
droites .<^ C et fi C, du triangle .!^fi C ,fig. t o , on fera sur 
la droite <7 un angle C éga) à C ; puis On prendra sur 
ses côtés A' C et C B' ,ù partir du point C , de» distance» 
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égalesà ^Cetà 5 C, qui détermineront les points^/' et/?'; 
joignant ces points par une droite , on formera le triangle 
A' C‘ B' égal au triangle ABC , parle numéro ifi. 

PROBLÈME. 

a 5 . Un triangle étant donné , en construire un autr» 
qui lui soit égal, en employant à la construction de ce 
dernier un coté du premier et les deux angles adjacens. 

Solution. AB étant ce côté, A et .files angles adja- 
cens, onprendrasur ladroite^^'fi' unepartie A' B'=AB\ 
on fera, aux extrémités de A' B' , les angles A et fi', 
respectivement égaux aux angles A et fi. Ayant ainsi la 
direction des droites A Cf et B'C, en les prolongeant 
jusqu’à ce qu’elles se rencontrent en C , on formera le 
triangle AB' C égal au triangle ABC, par le numéro 1 8. 

DES LIGNES PERPENDICULAIRES ET DES 

OBLIQUES. 

THÉORÈME. 

* 6 . Les lignes AC et CB , Gg. 14, qui partent d'un 
point quelconque C de la droite CD, perpendiculaire 
sur AB, et qui s’écartent également du pied de cette 
perpendiculaire , c’est-à-dire du point D , où elle ren- 
contre la ligne AB , sont égales ; et celles qui s’en écar- 
tent le plus sont les plus longues. 

Démonstration. Puisqu’on suppose que les distance» 
etDfi sont égales entre elles, que, parla naturede 
la perpendiculaire , les angles CDA et CD B sont 
égaux (9), ctqu’enfin la ligne CD estcommune aux deux 
triangles CD et DCB, il s’ensuit que ces triangles ont 
un angle égal compris entre des côtés égaux chacun à 
chacun, et sont par conséquent égaux ( 16) : donc 
fiC= .(^C ; donc les lignes yfC et fiC , qui s’écartent 
également de la perpendiculaire C D, sont égales entre 
elles. 
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Si l’on tire par le point C la droite CE , qui s’écârte 
plus de CD que ne fait CA , qu’on prolonge C D au- 
dessous de AD , d’une quantité CD = CD , et qu’on 
tire les droites AC et CE , on aura 

CE+ CE:>CA + CA{iS). 

Mais les triangles CAD et C AD seront égaux , en 
vertu du numéro i6, puisque les angles ADC et ADC 
sont égaux ( i 3 ), que les côtés CD et CD sont égaux 
par construction, et que le côté AD est commun à ces 
deux triangles ; on aura donc 

AC=AC. 


On prouvera de même que CE = C'£, et il en résultera 
^xCE>a CA qtxCE^CA, 


ce qui montre que les lignes qui s’écartent le plus de la 
perpendiculaire sont les plus longues. 

37. 1 Corollaire. Les lignes CA , CB , CE , se 
nomment obliques , par rapport à la ligne AB ; et l’on 
dit en conséquence que les obliques qui s’ écartent égale- 
ment de la perpendiculaire , sont égales , et que celles 
qui s'en écartent le plus sont les plus longues .• d’où il 
résulte évidemment que si deux obliques sont égales , 
elles ne tombent pas du même côté de la perpendicu- 
laire, mais qu’elles s’en écartent également de chaque 
côté de son pied. 


38. 3« Corollaire. Il suit de là, 1®. que la perpendicu- 
laire CD est la plus courte de toutes les lignes que l’on 
peut mener du point C sur la droite AB, et est par 
conséquent la mesure naturelle de la distance entre ce 
point et cette droite : 

3°. Qu’elle a tous ses points à égale distance des points 
A et B-, car si l’on prend sur sa direction un point quel- 
conque F, on aura encore 

AF-=.FB : 


3 ®. 
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• * 

5*. Qu’un point quelconque G, pris hors de la perpen- 
diculaire , est inégalement éloigné des points AetD\ car 
ou a 

bg<:bf-\-fg , 

d où } B G<^A G f 

puisque BF=AF ttAG~AF-\-FG‘. 

4°. Enfin que d’un pointa une droite, on ne saurait 
tirer trois droites égales. 

PROBLÈMÉ. 

ag. Mener sur la ligne AB , fig. i5 , une perpendicu- FIG. j3. 
laire qui la partage en deux parties égales. 

Solution. Des points A et B, pris successivenientpour 
centre et avec une ouverture de compas plus grande 
que la moitié de AB , on décrira deux arc.s de cercle, CE 
et CF , qui se couperont ën un point C (*). On fera la 
même chose au-dessous de AB-, et joignant les points C 
et C', la droite CC sera la perpendiculaire demandée. 

En effet, les triangles CBC et CAC sont égaux, 
comme ayanttonsleurscôtés égaux chacun àchacun(ao), 
puisque A C-=::sCB , AC-=.B C , et que CC est com- 
mun aux deux triangles ; les angles ACDetDCB sont 
donc égaux entre eux. Les côtés AC et CD , CB et CD 
qui les comprennent dans les triangles ACD et DCB , 
étant respectivement égaux, ces derniers triangles sont 
«gaux par le n° i6 : donc l’angle ADC , égal à l’angle 
CD B , est par conséquent droit ; et de plus, à cause de 
AD — BD , le point D est le milieu de AB. • 

■ . TOOBLÈME. 

5o. Par un point donné D, fîg. iS, sur une droite FIG. t6 
AB , élever une perpendiculaire à cette droite. , 

(*) Pour simpliüer la figure , on n’a point fracc les circoitfcrcnces 
«Dtières , comme dans la figure la , mais seulement les portions Toi- 
(ines de l’intersection chercluie. On en usera toBjeuni ainsi désormais. 

Géométrie. B* édition. , £ 
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Solution. Soit D le point de la ligne AB , par lequel 
on veut élever la perpendiculaire ; on prendra de part et 
d’autre de ce point des distances égales, et BD •, et des 

points et B, avec des rayons égaux, ondécriralesdeux 
arcs de cercle CE et CF, qui se couperont au point C : 
ce point étant joint avec le point D , la ligne CD sera 
perpendiculaire sur AB. En effet , les droites ACtt CB 
étant égales, ainsi que les parties AD et DB , et les 
triangles ACD etBCD , ayant en outre un côté com- 
mun, CD, sont égaux ; et par conséquent ADC—CDB. 

PROBLÈME. 

riü. 17. 3 i. Par un point donné C, fig. 17 pris hors d'une 

droite AB , abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

Solution.Du pointe, comme centre, et d’un rayonpris à 
volonté , mais cependant plys grand que la plus courte 
distance du point C àla droite AB , on décrira un arc 
de cercle qui coupera AB aux points A et B\ on prendra 
ensuite ces points pour centres , et avec le même rayon , 
on décrira deux arcs de cercle qui , se coupant en C' , 
déteiTiiineront un second point de la perpendiculaire 
demandée CC'.Ea effet, les points^ et .0 étant, par 
construction , également éloignés du point C , et égale- 
ment éloignés du point , on prouvera , comme dans 
' le numéro 29 , que les angles ADC et BDC sont droits, 

THÉORÈME. 

Sa. D’un point C pris hors d'une droite AB , on ne 
peut abaisser sur cette droite qu'une seule perpendicu-^ 
laire CD. • 

Démonstration. Les obliques AC et BC déterminées 
dans le problème précédent , étant égales , doivent s’é- - 
c'arter également de la perpendiculaire (ay), qui ne 
. peut passer par conséquent que par le point D , milieu 
de l’intervalle AB \ or par les points C et D , on ne sau- 
rait mpner que la seule droite CD , et toutes les obliques 
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Qui seront égales deux à deux, quelle que soif d'ailleurs 
leur longueur , ne pourront rencontrer j 4 B , qu’à des 
distances égales du point D. En effet si cela n’était pas 
pour les obliques EC et FC , par exemple , et que 
DF'^DE, on pourrait prendre , et tirer 

F'C, qui serait égale à CE-, il se trouverait alors du 
même côté de la perpendiculaire CD , deux obliques 
égales , ce qui est impossible ( 27 ) ; donc l’arc de cercle 
décrit du rayon CE doit aussi rencontrer AB en F', 

-et par conséquent la perpendiculaire CD est unique. 

Quand le point d’où l’on doit mener la perpendicu- 
laire , est pris sur la ligne proposée , le théorème est 
évident (9). 

33 . icr Corollaire. Il suit de là que deux droites, DF FIG. 18. 
etFG, perpendiculaires aune même droite AB,fig. 18 , 

ne se rencontrent point, quelque prolongées qu’on les 
suppose , soit au-dessus, soit au-dessous de cette droite ; 
car si elles se rencontraient , on pourrait , du point où, 
elles se coupent , abaisser deux perpendiculaires sur là 
droite AB , ce qui est absurde. 

34. 2® Corollaire. Il suit encore de la même proposi- FIG- 19. 
tion , r°. que deux triangles ,/^FC, A'B'C ,Jig. 19, 

qui ont chacun un angle droit , l’un en A, l’auti'e en A ' , 

«ont égaux lorsque leurs côtés BC et B' C , respective- 
ment opposés aux angles droits, ainsi qu’un de leurs 
autres angles, B et B' , par exemple, sont égaux. 

En effet, si l’on porte le triangle A' B' C sur le triangle 
ABC , en plaçant l’angle B' sur l’angle B , le côté B'C 
couvrira exactement son correspondant F C ; le côté A' B' 
tombera dans la direction de AB-, et si le côté A' (f , 
dont l’extrémité C se trouve sur le point C , ne s’appli- 
quait pas exactement sur AC, il s’ensuivrait que l’on 
pourrait abaisser du point C deux perpendiculaires sur 
A B , confondu maintenant avec A'B ' , quant à sa direc- , 
tion. 

B 2 
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2 ®. L’égalité des mêmes triangles aurait encore lien , 
si les côtés ^Cet DC étaient respectivement égaux aux 
côtés A' C' et B' C ; car en posant un de ces triangles sur 
l’autre , de manière que A' C fut sur AC ,\e côté A' B' 
tomberait alors sur AB , parce que les angles BAC et 
' B' AC sont égaux comme droits ; les côtés BC B' C 
devenant des obliques égales , placées d’un même côté 
de la perpendiculaire AC , s’en écarteraient également , 
et tomberaient par conséquent l’un sur l’autre. 

35. Remarques. Le premier des cas d’égalité , démon- 
tré ci-de.ssus par rapport aux triangles qui ont un angle 
droit , a lieu également par rapport aux triangles quel- 
conques, qui sont égaux dès qu’ils ont deux angles égaux 
chacun à chacun , et un côté égal , opposé au même 
angle dans l’un et dans l’autre j mais ce cas n’est pas 
nécessaire pour ce qui suit , et il résulte d’ailleurs d’une 
proposition démontrée plus bas (5i). 

* 11 n’en est pas de même dusecond. Si dans les triangles 

FIG. îo. ABCeXAB’Cji^aofiae.A~A,AC=.A'C,BC-B'C, 
que l’angle soit aigu , et que A C surpasse CB , on n’en 
pourra pas conclure que ces triangles soient égaux; car 
ayant abaissé , dans le triangle A' B' C , la perpendicu- 
laire Ciy , on trouvera de chaque côté de cette perpen- 
diculaire , deux obliques , C B' et CB’ , égales entre 
•• elles. Les triangles C A' B' et C A' B" , entre lesquels 
l’angle A"et\e côté A' C sont communs, rempliront donc 
les conditions données ; mais il n’y en a qu’un qui soit 
égal au triangle ABC : celui dans lequel l’angle B' est 
de même espèce que l’angle B , c’est-à-dire aigu, dans le 
casde la figure. Il estd’ailleursvisible que l’angle CB" A 
est obtus , puisqu’il repose sur la même droite que l’an- 
, gle CB"B'z=CB'B". 

THÉORÈME. 

\ 

. 3G. Rorsque deux côtés d' un triangle sont égaux , les 

angles opposés à ces côtés sont égaux; et lorsqu'ils sont 
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inégaux, le plus grand des deux est opposé au plus 
grand angle. 

Démonstration. Si dans le triangle ABC,ftg. 21, les FIG. 
côtés AB et B C sont égaux entre eux, la perpendicu- 
laire abaissée du point B sur le côté AC , passant par le 
milieu D de ce côté (Sn), partagera le triangle en 
deux autres, qui seront égaux entre eux (16), puisque 
l’angle droit ADB de l'un sera compris entre les cotés 
AD et BD , respectivement égaux aux côtés DC et 
BD , qui comprennent l’angle droit BDC de l’autre ; 
l’angle A sera donc égal à l’angle C. 

A l’égard du triangle ACE , dans lequel les côtés AE_ 
et £C sont inégaux , il est évident que le point E , où 
se coupent ces deux côtés, doit tomber hors de la per- 
pendiculaire BD, vers celle des extrémités de AC dont 
il est le plus près (28)', et par conséquent dans l’angle 
FDC. Cela posé , en tirant BC, on formera le triangle ^ 
dont les angles BCA et BAC seront égaux, d’après 
ce qui précède, puisque les côtés opposés AB et BC , 
le seront comme des obliques qui s’écartent également 
de la perpendiculaire; mais l’angle BCA étant intérieur 
à l’angle ECA, il s’ensuit que ce dernier, opposé au côté 
AE , surpasse l’angle EAC, opposé au côté EC plus 
petit que AE. 

Zj. Corollaire. Il suit dè là que si deux angles d’un 
triangle sont égaux entre eux, les côtés opposés à ces 
angles sont égaux entre eux; car s’ils étaient inégaux , 
l’angle opposé au plus grand des deux serait plus grand 
que l’autre angle, ce qui est contre l’hypothèse. 

Les mêmes raisonaemens prouvent aussi que quand 
deux angles sont inégaux, le plus grand des deux côtés 
çst celui qui est opposé au plus grand des deux angles ; 
puisque l’inégabté des angles entraîne celle des côtés , 
et que quand deux côtés sont inégaux, l’angle opposé an 
plus grand côté est toujours le plus grand. 
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Enfin quand les trois côtés d’un triangle sont égaux ,, 
les trois angles sont égaux, et réciproquement. 

38 . Les triangles dont les côtés sont inégaux, sa 
nomment scalènes; ceux qui ont deux côtés égaux , se 
nomment ùocé/es ; et ceux dont les trois côtés sont égaux 
se nomment équilatéraux. 

THÉORIE DES PARALLÈLES. 

39. t)eux droites qui, quoique situées dans le même 
plan, ne se rencontrent pas, sont dites parallèles entre 
elles. 

riG. 18. Deux droites , et FG , fig. 18, perpendiculaires 
à une même droite AB , sont donc parallèles entre 

• elles ( 33 ). 

* Hemarque. Tout ce qu’on va lire repose sur la 
vérité des propositions suivantes, dont l’évidence semble 
tenir immédiatement à la notion que nous a\-ons de la 

FIG. aa. ligne droite ; t“. si par le point Dyfig. as, on mène 
une droite HH ' , qui fasse , avec la ligne DB , un angle 
HÜB, moindre que le droit £‘D/Î, ou qui soit inclinée 
vers la partie FG de la droite GG' , elle rencontrera cette 
- dernière au-dessus de AB, lorsqu’elles seront sufilsam- 
ment prolongées l’une et l’autre; a®, si, par le même 
point D, on mène la droite II', qui fasse, avec DB, 
l’angle IDB plus grand que le droit JEDfi, comme elle 
fera au-dessous de AB , l’angle l'DB moindre que le 
droit Ef DB , elle inclinera vers la partie FG' de la droite 
CG' et rencontrera par conséquent , au-dessous de AB, 
cette droite prolongée suHisamment. 

II suitde là qu’une droite qui est perpendiculaire aune 
autre , est rencontrée par toutes celles qui sont obliques 
' sur cette aytre , et qu’il n’y a par conséquent sur un 
plan que les droites perpendiculaires à une même ligne 
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qui ne se rencontrent pas ou qui soient parallèles entre 
«lies (*). 


(*) C’est dans la difficulté de prouver immédiatement ccue propo- 
sition , que réside riinj>crfection de la théorie des parallèles. Reau- 
roup d’auteurs ont fait, j>our en venir à bout, des efforts inutiles j cl 
d’autres , comme Reznut , ont dissimule le viccdu raisonnement, cc 
qui me semble contraire au devoir rigonreux que s’impose tout 
auteur d’ouvrages élémentaires , de ne donner jamais que dcsnnlinns ^ 
exactes, et surtout d’en faire connaître avec s»nn l’origine. J’ai 
jugé convenable de mettre en évidence ce point délicat, en for- 
mant, à l'exemple d’Endidc, une r/cmn.^//e, mais que je crois plus 
aisée à accorder que la sLcime , pai'cc qu’elle présente la diflicullé 
réduite ù ses moindres termes. ( V'^oyez dans les Essais sur CEn- 
sci^nement y le paragraphe des Efémens de Géométrie ). 

Plusieurs Gréoniètres ont essaye de prouver la vérité de cette de- 
mande, soit directement, soit en transposant la dÜBcnlté^ presque 
tous sont tombes dans de très-grandes longueurs, ou dans l’incon- 
vénient dc'compliqucr par des raîsonnemcns obscurs , des pro^K>- 
sTtions dont la preuve directe est extrêmement simple. On doii 
cependant excepter de ce reproche la dt*mon&tralion douiicc par 
M. Bertrand ; elle m’a paru la plus simple et la plus ingénieuse ^ 
de toutes cclies que je connais; en voici le fond: . f* 

Il est d’abord évident que si on ajoute un angle quelconque e<lA. pJQ. ^3; 
un nombre suflisam de fbis li lui-même , comme le montre là Ug. a3 , 
en hdhT, KdfC , h"dk*^ ^ h*"dk‘"* , on~ parviendra toujours 'à 
former un angle total edh"“ plus grand que l’angle droit edb\ mais 
bi l’on élève sur la droite DB les jx»i j>endic>Uaircs DE et EG y pro- 
longées mdéfmiment , on formera une bande indéfinie /'G , qui 
ne saurait remplir l’.angle droit EDBy quelque nombre de fois 
qu’elle, soit ajoutée h ellc-iuêaic. En effet , si l’on prend FK=DFy 
et qu’on élève KL pcr[>cndiculairc sur AB y qu« l’on plie ensuite la 
figure lejong de FGy la bande EflFG couvrifi^rTactctiicnt la 
bande G^/C£j car les ■ angles^ Gf^/) , GFK , étant droits, |;s 
partie DF tombera sur /*A' ; et comme DFziFK par coniitniction» 
le point D SC pincera sur le point K ; de pins, l’angle FKL étant 
droit aussi bien que EDF y la ligne DE se placera sur KL. Cela 
posé , puisqu’on peut prendre sor la droite indéfinie DB autant 
qu’on voudra de |>arlics égales à DF y sans arri^ er h son terme , ou 
formera un'n6mbrc aussi 'grand qu’on voudra do bandes égalc-s à 
EDFG y sauf pouToic couvrir l’cspaco-indcfini compris entre les 
dea%çôtcs de l’angle droit EDB. Il suit delà que, considéiées 
relaciv^eiU A Icuis limites Jatci'olcs, la surface de l’ongle edh c.st 
plus grande que ^ellc de b baoile EDFC. Si donc^n construit daao. 
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THÉORÈME. • 

4 i* Lorsque deux droites, DE et FG, Eg. 34, sent 
i. perpendiculaires à une même droite AB , toutes les 
droites, telles que LM, qui sontperpendiculaires sur l'une 
d'elles, sont enméme temps perpendiculaires sur l'autre. 

Démonstration. Supposons que cela n’ait pas lieu, et 
que LM, perpendiculaire en M sur FG , ne le soit pa». 
en L sur DE \ on pourrait élever alors par le point L sur 
LM, une perpendiculaire qui serait différente de EL , 
et à laquelle EL serait intérieure ou extérieure, par 
rapport à FG. D’après la proposition du n° 40 , EL 
devrait donc rencontrer GM, ce qui ne saurait arriver, 
puisque les droites DE et FG , étant perpendiculaires 
l’une et l’autre sur AB , ne peuvent se rencontrer ; on ne 
peut donc pas élever sur LM, par le point L, une per- 
pendiculaire différente de EL : ainsi LM est perpendi- 
,culaire à-la- fois à DE et à FG, 

43, Corollaire, Il suit de la proposition précédente , 
que deux droites parallèles à une troisième , sont aussi 


cette bande , sur la droite ED , un angle EDH égal à edh , il na 
pourra demeurer contenu entre les lignes ED et ECy son côte DH 
coupera ncccssaircnicnt la droite EG. 

Pour sentir la force de cette démonstration , il faut bien conce* 
Toir que iorsqu'on applique l'angle droit edb sur l’angle droit 
CCS deux surfaces doivent toujours coïncider entre leurs limites la- 
térales tic et db f DE et DBj quelque loin qu’on les prolonge : «alors 
on verra que si Jc:> angles construits dans les bandes n’en sortaient 
pas, iis laisseraient un vide indéfini , après la deniière bande , et un 
autre dans chaque bande ^ mais celui-ci, qui a toujours lieu près de leur 
sommet, est plus que compense par les espaces qui leur deviennent 
communs quand ils sont sortis des bandes, parce que leurs côtés se 
croisant, ils se recouvrent en partie: tel est l’espace com- 

mun aux angles EDH ^ GEH- Avec cette* explication , il no 
doit rester, à ce que je crois, aucun doute sur la manière dont 
l’inûrii entre dans les considérations précédentes j c’est plutôt une 
étendue actuellement indcûnic , qu'acluelicment inimie, qu’il faii| 
fupposcr aux plan^* 
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parallèles entre elles. En effet, toute ligne perpendicu- 
laire sur celle-ci , le sera aussi sur les deux premières , 
qui , se trouvant par là perpendiculaires à une même 
droite , ne pourront se rencontrer , et seront par consé- 
quent parallèles entre elles. 

THÉORÈME. 

43. Lorsque deux droites , 'DE et FG , parallèles 
entre elles , fig. a 5 , sont coupées par une droite quel- FIG. 
conque IH, les angles ELI et GMI, qu’elles font avec 
celte dernière, d'un même côté, l'un en dehors , l'autre 
en dedans , sont égaux entre eux. 

Démonstration. Si du point K , milieu de LM , on 
abaisse sur l’une des droites ED, FG , la perpendiculaire 
DF , cette ligne sera en même temps perpendiculaire 
sur l’autre (41). Les triangles />L/C K FM , seront 
égaux ( 34 ), parce que les côtes LK et KM, respecti- 
vement opposés aux angles droits D et F, sont égaux par 
construction, et que de plus les angles DKL et MKF 
le sont aussi , comme étant opposés par le sommet : 
donc l’angle DLK ou ELI est égal à KMF , et par 
conséquent à GMI, opposé par le sommet à ce dernier. 

ÏHÉORÈiME. 

* t 

44 - deux droites , DE et FG , font, avec une troi- 
sième, IH, et du même côté, par rapport à celle-ci, des 
angles égaux, ELI, GMI, lun en dedans, l'autre en 
dehors , ces deux droites seront parallèles entre elles. 

Démonstration. Si du point K , milieu de LM , on 
abaisse sur DE la perpendiculaire DF, on formera les 
triangles DLK et MKF, égaux entre eux (18) , parce 
que, d’après l’hypothèse, l’angle DLK ou ELI est égal 
^ l’angle KMF , opposé par le sommet à GMI , l’angle 
DKL est égal à MKF , comme opposé par le sommet , 
et enfin le côté LK est égal à KM , par construction. 
Ij’^ngle AFM sera donc égal ÙLDK , etdroitpar con- 
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séquent ; ainsi les deux droites DE et FG étant perpen- 
diculaires l’une et l’autre à la meme droite DF , seront 
parallèles entre elles. ^ 

45. Remarques. Le fréquent usage que l’on fait des 
propriétés des parallèles , a porté les géomètres à dési- 
gner par des noms particuliers lesdifférens anglesqu elles 
font avec les droites qui les coupent , droites que pour 
cette raison on appelle sécantes- 

Les angles tels que ELI, GMI, fi^. nS , situésdu 
même côté de la sécante /// , et dont 1 ouverture est 
tournée du même côté, se nomment ang/es correspon- 
dans. 

Les angles DLM, FMI, sont aussi des angles cor- 
respondans. 

Tous les angles dont l’ouverture est entre les paral- 
lèles , sont compris dans la dénomination générale d an- 
gles internes, et tous ceux dont l’ouverture est en dehors, 
s’appellent angles externes. 

On distingue ensuite ces mêmes angles par leur posi- 
tion relativement à la sécante. Ceux qui sont du même 
côté par rapport à cette droite , sont des angles internes 
ou des angles externes du même côté. 

ELM, GML, sont deux angles internes du même côté. 

HLD, IMF, sontdeux angles externes du mêni#côté. 

Les angles qui 'Sont dans une situation opposée , tant 
par rapport à la sécante que par rapport aux parallèles, . 
ae nomment angles alternes. Il y a des angles alterne» j 
internes , comme ELM et FML, on DLM- et GML , ^ 

et des angles alternes externes, comme HLD et GMI , r 
onHLEfitFML 

THÉORÈME. 

40. Lorsque, deux parallèles, .DE cl FG, sont cou— 
pées'par une troisième ligne lit , 

1°. IjCS angles conespondans sont égaux ; 
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2 *. Les angles alternes internes sont égaux; 

3*. Les angles alternes externes sont égaux ; 

4°. Les angles internes du méine coté , réunis, for- 
ment deux angles droits ; 

5’. Les angles externes du même côté, réunis, for- 
ment deux angles droits ; 

6°. Lorsque F une quelconque de ces propriétés a lieu, 
les droites DE et FG sont nécessairement parallèles. 

Démonstration, i". L’égalité desangles correspondons 
n’est autre chose que le théorème du n® 43, puisque 
les angles ELI et GMI ,fg- a5 , sont évidemment des FIG. ai 
angles correspondans , d’après le sens attaché à ce mot. 
L’égalité de ces deux-là étant prouvée, celle de tous 
les autres angles correspondans s’en déduit sur-le-champ. 

Pour les angles DLil/ et fü//, par exemple , aG, FIG. aG. 
on remarquera que la somme des angles DLM et ELI , 
qui reposent sur la même droite DE , est égale à deux 
droits (il); que , par la même raison , la somme des 
angles FMI et GMI, est aussi égale à deux droits. Re- 
tranchant de ces sommes égalesles angles égaux ELI et 
GM/, les angles restans DLM et FM/ seront néces- 
sairement égaux. 

2 °. L’égajité des angles alternes internes , celle de 
ELI , FMH, par exemple, a lieu , parce que FMII est 
égal à GMI , son opposé parle sommet , et que celui-ci 
est égal à ELI , comme correspondant ; les deux angle* 

ELI et FMH, étant égaux à un troisième GMI , sont 
donc aussi égaux entre eux. En raisonnant d’une ma- 
nière semblable , on reconnaîtrait l’égalité des angles 
DLIet GMH. 

3°. L’égalité des angles alternes externes , celle de 
DLHet GMI, par exemple, a lieu, parce que GMI 
étant opposé par le sommet à FMH, lui est égal , et que 
Ce dernier angle est égal à DLH , comme correspon- 
dant ; les deux angles DLH et GMI étant ^onc égaux 
a un troisième FMH, sont égaux entre eux. C’est ainsi 
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qu’on démontrerait l'égalité des deux angles ELU, 
-FMI. 

4°. Les angles internes du même côté, ELI et GMH, 
par exemple , pris ensemble , valent deux droits, parce 
que ELI et GMI sont égaux , comme correspondans , 
et que la somme des angles GM I et GMH , qui re- 
posent sur la même droite HI , étant égale à deux 
droits (il) si l’on substitue à GMI son égal ELI , la 
somme des angles ELI et GMH demeurera la même 
que celle des angles GMI et GMH , et sera par consé- 
quent égale à deux droits. 

5°. Les angles externes du même côté , ELH et GMI, 
par exemple , pris ensemble , valent deux droits , parc» 
que les angles GMI et ELM sont égaux comme corres- 
pondans , et que la somme des angles et ELH, 

qui reposent sur la même droite IH , étant égale à deux 
droits (il), si l’on substitue à l’angle ELM son égal 
GMI , la somme des angles GMI et ELH sera la même 
que la précédente , et par conséquent encore égale à 
deux angles droits. 

6°. Enfin lorsque l’une quelconque de cespropriétés a 
lieu, les droites DE et FG sont parallèles , parce que si 
c’est l’égalité des angles correspondans que l’on remar- 
que d’abord , il suit du n° 44 cette égalité entraîne 
nécessairement le parallélisme ; et quant aux quatre 
autres propriétés , il suffît d’observer que l’on conclut 
de chacune d’elles l’égalité des angles correspondans. 

En effet, les angles alternes internes ELI et FMH ne 
peuvent être égaux sans que l’angle GMI, éga\à.FMH , 
comme son opposé par le sommet, ne le soit par consé- 
quent à ELI : donc, dans ce cas, les angles correspon- 
dans ELI et GMI sont égaux. 

Il en est de même des angles alternes externes ELH 
et f’jW/, puisque FMI et G M H étant égaux comme 
opposés par le sommet , GMH se trouve égal aussi à son 
correspondant ELH. 

Quand on sait que la somme des angles internes ou 
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«xternes du même côté', est égale à deux droits , on s as- 
sure , ainsi qu’il suit , que les angles correspondans sont 
égaux. Si , par exemple , la somme des angles ELI et 
GMH est égale à deux droits, l’angle ELI sera égal à 
deux angles droits moins l’angle GMH ; mais parce que 
les deux angles GMH et GMI , qui reposent sur une 
même droite , valent ensemble deux droits , l’angle GMI 
sera aussi égal à deux angles droits moins l’angle GMH, 
et par conséquent égal à son correspondant ELI , qui a 
la même valeur. On raisonnerait de la même manièr* 
pou ries angles externes du même côté. 

47. Corollaire. Puisque deuxlignes parallèles jouissent 
toujours des propriétés précédentes, et que lorsque ces 
propriétés ont lieu par rapport à deux droites , celles-ci 
sont parallèles , il s’ensuit que les droites pour lescfielles 
cespropriétés n'ont pas lieu , ne sont ^oint parallèles. 

Par exemple, deux droites etFG,Jig. 37, perpen- FIG. 37. 
diculairesà deux droites AB et B C qui se coupent , ne 
sont point parallèles ; car si l’on tire la sécante IH, il est' 
visible que la somme des angles £/.£r et Gff/, intérieurs 
du même côté , est moindre que celle des deux angles • 

droits El B, GHB. ' 

PROBLÈME. 

48. Par un point donné C, fig. 38, mener une droite FIG. aS. 
parallèle à la droite donnée AB. ^ 

Solution. Par le point C , on mènera une droite quel- 
conque CB rencontrant ..^5 ; puis on fera au point C, 
sur CB , l’angle Zi CZ> égal à l’angle ABC (aS) % la droite 
CD , obtenue par ce procédé , sera la parallèle deman- 
dée, puisqu’elle passera par le point C, et qu’en considé- 
rant CB comme sécante , les angles alternes internes 
ABC et BCD seront égaux par construction. 

PROBLÈME. 

4 g. Par un point donné C, pris hors d'une droite 
AB , fig. 2g , mener une droite qui fasse avec la pre- FIG. ag. 
mière un angle égal à un angle donné A', 
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Solution. Par un point quelconque A de la droite AJf, 

. on fera l’angle DAB égal à l’angle A' (a3) , et menant 
par le point C, parallèlement à AD (n^précéd. ) , la 
droite CE , elle fera (47) avec AB un angle CEB égal à 
• DAB , et par conséquent à l’angle donné A' . 

THÉORÈME. 

1 1(1. 3i>. 5o. Les angles ABC , DEF , fig. 3o , qui ont les cotés 

parallèles et l’ouverture placée dans le même sens, sont 
égaux. 

Démonstration. Si on prolonge un côté quelconque du 
second angle, DE par exemple, jusqu’à ce qu’il ren- ' 
contre un de ceux du premier , en considérant les pa- 
rallèles EF et eu , par rapporta la sécante DH , on 
reconnaîtra quelles angles DEF et DUC sont égaux 
comme cotrespondans ( 47 ) ’> puis en considérât les 
parallèles AB et DH , par rapport à la sécante BC , 
on reconnaîtra que les angles ABC et DUC sont égaux 
comme con-espondans : les deux angles DEF et ABC 
• étant égaux à un troisième DUC , seront par consé- 

quent égaux entre eux. 

I ' 

* THEOREME. 

5i. Les trois angles d'un triangle réunis , valent 
toujours deux angles droits. 

Démonstration. Si l’on mène par l’angle A dutriangle 

Fie. 3i. quelconque ABC ,fig. 3i , une droite AD parallèle au 
côté opposé ÆC, les angles ABC et E AD, formés sur 
la sécante AB, seront égaux comme cotrespondans (47); 
les angles Z>^ C etACB, alternes internes par rapport 
à la sécante y<C, seront aussi égaux (47) : donc l’angle 
EAC , composé des angles EAD et DAC , sera égal 
à la somme des angles ABC et ACB du triangle pro- 
posé; et en joignant à l’angle EAC le troisième angle 
CAB , on aura, autour du point A et sur la droite EB, 
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trois angles , EAD , DAC , CAB , équivalens à ceux 
du triangle ABC , et égaux à deux droits (i o). 

N. B. Il peut être utile dese rappelerque l’angle 
se nomme angh extérieur du triangle ABC, et qu’il 
vaut à lui seul les deux intérieurs opposés ABC , 

A CB. 

5a. Corollaire. Il suit du théorème ci-dessus , que 
quand deux angles d’un triangle sont respectivement 
égaux à deux angles d’un autre triangle , le troisième 
angle de l’un est aussi égal au troisième angle de l’autre , 
puisque ce dernier angle , réuni aux deux premiers dans 
chaque triangle, compose de part et d’autre une somme 
égale. 

On voit encore par là qu’un triangle ne peut avoir 
qu’un seul angle droit , et à plus forte raison qu'un seul 
angle obtus. 

53. On nomme triangle rectangle celui qui a un angle ’ 
droit , acutangle celui qui n’a que des- angles aigus , 
ohtusangle celui qui a un angle obtus ; et les deux der- 
nières espèces sont comprises sous la dénomination géné- 
rale de triangles obliquangles. 

Il est visible que , dans le triangle équilatéral , dont 
tous les angles sont égaux (37), chaque angle est les 
deux tiers d’un droit. 

THÉORÈME. 

54- Les parties AC et BD, fig. 3a, de deux droites FIG. 3a. 
parallèles interceptées entre deux droites parallèles , sont 
égales entre elles , et réciproquement. 

'Démonstration. Si on tire la droite AD , on formera 
deux triangles ABD et ACD , qui seront égaux ; car 
en prenant AD pour sécante des parallèles AB et 
CD , on verra que les angles B AD et ADCsor\t égaux 
comme alternes internes ( 47 ) ; regardant ensuite lameme 
droite comme sécante des parallèles AC et BD , on 
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* * 

reconnaîtra que les angles AD B et DAC sont égaux 
par la meme raison; déplus, le côté étant commun 
aux deux triangles et ACD , ces triangles seront 

égaux ( i8) : les côtés AC et BD , opposés à des angles 
égaux ADC et BAD , seront donc égaux , ce qui fait 
le sujet de la proposition. Il en sera de même des côtés 
AB et CD. 

Réciproquement , siles parties CD et AB sont égales , 
ainsi que les parties AC , BD, les triangles ACD et 
ABD auront leurs côtés égaux chacun à chacun , et 
seront par conséquent égaux. L’égalité des angles CAD, 
AD B , alternes internes , établira le paralléFisme des 
droites AC et BD (47 ) , et l’égalité des angles BAD 
et CDA , celui des droites AB , CD. 

On prouverait sans plus de dilliculté que les droites 
CD et AB sont égales et parallèles, dès que les droites 
AC et BD sont égales et parallèles entre elles. 

55. Corollaire. Laproposition précédente ne cesserait 
pas d’être vraie, quand même les droites AC et BD se- 
raient perpendiculaires sur AB et CD , puisqu’elles 
seraient toujours parallèles entre elles ; mais alors les 
parties AC et BD mesurant la distance des deux 
droites AB et CD , il s’ensuit que deux parallèles sont 
partout également éloignées l’une de l’autre. 

THÉORÈME. 

ÏIG. 33. 56. Si deux droites quelconques AF et GM, fig. 33 , 

sont coupées par un nombre quelconque de parallèles , 
AG, BH, CI, etc. menées par des points pris à des dis- 
tances égcdes sur la première, les parties GH, HI, IK. , 
etc. de la seconde , seront aussi égales entre elles. 

Démonstration. En menant par les points G,//, 7, etc. 
lesdroitt-s GN, HO , IP , etc. parallèles à AF , on 
forme les triangles CNH , HOT , JPK , etc. dans les- 
quels les côtés NG , OH, JP, etc. étant respectivement 

égaux 
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égaUxà Ab , BC, CZ>, etc. comme parallèles comprises 
entre parallèles (54) sont égaux entre eux. Les angles 
N GH, OHI , PIK J etc. sont égaux comme corres- 
pondans, par rapport 41a sécante GM\ et enGn les an- 
gles GNH , HOI , IP K , etc. sont égaux, parce qu’ils 
ont les côtés parallèles et l’ouverture placée dans le 
même sens (5o). Ces triangles ayant donc , chacun à 
chacun , un côté égal , adjacent à deux angles égaux , 
sont égaux (i8) ; d’où U suit que les côtés GH , HI , 

IK , etc. le sont aussi. 

67 . Corollaire. Il suit de ce qui précède, que AB est 
contenu dans AF , autant que GH l’est dans GM \ en- 
sorte qu’on a cette proportion : 

AB: AF:: GH .GM, 
que l’on peut changer en cette autre : 

AB:GH::AF:GM\ 
et de cette dernière on tire 

aAB:aGH::AF:GM, 

ZAB:ZGH::AF:GM, 
etc. ». 

c’est-à-dire, qn’un nombre quelconque de parties de AF 
est à un pareil nombre de parties de GM , comme la 
droite entière AF est à la drmte entière GM. 

THÉORÈME. 

58. Trois parallèles AG, DR, FM, fig. 34 > cou- FIG. 341 
pent toujours deux droites quelconques , AF et GM , en 
parties proportionnelles , oude manière qu'on a 

AD:DF;:GK:KM. 

Démonstration. Il peut arriTer deux cas : i*. que 
AD soit commensurable avec AF , c’est-à-dire, que 
le rapport de AD avec AF puisse s’exprimer exacte- 
ment par deux nombres. Je supposa , par exemple , 
Géométrie. 8 * éditioa. C . 
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*1 l’on conçoit la droite AF divisée en 47 parties égale*, 
ün ercontiendra . 5 , et DF 5 a. Menant ensuite par 
toutes les divisions des parallèles à ^G, la droite GM se 
trouvera divisée en 47 parties égdes , dont 
seront GK , et 22 composeront KM\ on aura donc 

AD:DF.:aS.a^i, 

25 : 22 , 

, d’où il suit ^jj.j)f,.GK:KM. 

De plus , à cause des proportions 

AF:AD::4j:iiS, 

GM:GK-.:47:aS, 

on obtiendra encore 

AF: AD : : GM : GK. 

2» Si AF et AD sont incommensurables, on prou- 
vera, ainsi qu’il suit, que leur rapport ne peut être ni 
plus petit ni plus grand que celui de GK a GM. 

Soit d’abord 

AF: AD :: GM: CI, 

G/étant plus petit que GK. On peuttoujours diviserle 
côté en parties assez petites pour qu’en menant par 

tousles points de division des parallèles à FiW,il en passe 
une , de , entre les points IttK ', on 
qui précède , à cause de la commensurabibté de At 

AF:Ad::GM:Ge. 

Lesantécédensde cette proportion étant les mêmes que 
ceuxde la précédente , on en conclura cette nouve e 
proportion entre les conséquens de 1 une et de 1 antre . 
AD:Ad::GI:Ge, 

'résultat absurde , puisque^!) étantplus grand que Ad. 
' G/ est plus petit que Ge. 
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On ne peut pas avoir non plus 

AF-.ADv.GM.Cr, 

G/' étant plus grand que GK\ car ayant divisé ^Fde 
manière qu'une des parallèles ti'e' tombe entre les point* 
K et 1' , ou aura , 

AF:AÆv.GM:Ge'. 

Faisant une nouvelle proportion entre les conséquens de- 
celte dernière et ceux de la précédente , on aura 

AD : Ad' :: GF: Ge , 

résultat encore absurde , puisque AD étant plus petit 
que AÆ , G!' est plus grand que Ge ; il faut donc né- 
cessairement que le quatrième terme de la proportion 
formée des droites AF , AD , GM , soit GK. 

On tire de la proportion AF: AD :: GM: GK , 

AF— AD : AD :: GM— GK :GK, 
ou DF:AD::KM:GK, 

ou enfin AD:DF::GK:KM, 

en renversant les deux rapports (*). 

5_q. i" Corollaire. Si , par le point G , on tire la 
droite GN parallèle à AF , on aura 

GO — AD, OlS=^DF (54); 


(^) On i^roUTcra pctit-^tre quelque dlfBcolte' h transporter aux 
parties de IVtendue la notion de rapport , telle qu'on la conçoit 4 
IVgard des nombres , surtout lorsqu'il s'agira de lignes incommen- 
surables entrcelles j mais l'obsenri te disparaîtra, si l'on fait attention 
qu'ou ne peut comparer deux lignes qu'eu les supposant rapportées 
k une commune mesure (5) , etqu'alors leur rapport est vraiment un 
nombre, ou une fraction dont les termes sont exprimés par les nom- 
bres de mesures communes comprises dans chaque droite. Quoique 
cette fraction cesse d'étre rigoureusement assignable dans le cas oii 
le rapport est incommensurable , elle n'en existe pas moins , puis- 
qu'on peut en approcher d'aussi près qu'on voudra ; et deux rap- 
ports incommensurables devront être regardes comme égaux , dès 
qu'on prouvera que, quelque loin que soitpoussée l'approximation 
pour l'un et pour l'autre , leur différence dejneuren toujours nulle. 

C a 


36 lÉLÉMEIfS 

et par ce qui précède , 

GO-.ONv.GK-.KM, 

GO:GN-..GK-.GM. 

Si donc on mène dans un triangle une droite OK , 
parallèle à l’un des côtés NM , les deux autres côté» 
GN et GM seront coupés en parties proportionnelles 
par cette droite. 

6o. a' Corollaire. Réciproquement , lorsqu’une 
droite coupe deux côtés d’un triangle en parties propor- 
tionnelles , elle est parallèle au troisième. 
riG. 35. En effet, si dans le triangle ABC 35, on avait 

AB.Aev.AC.Af, 

et que la Lgne ef ne fût pas parallèle à BC,oa pour- 
rait mener, par le pointe, ime droite ei7 parallèle à 
et qui donnerait 

AB:Ae-.:AC-.AHm)i 

proportion dont les trois premiers termes sont les même» 
que ceux de la précédente ; il s’ensuit donc que AH=Af, 
que par conséquent les droites ef et eH se confondent, 
efque la première est nécessairement parallèle àBC. 

FIG. 3ô. B i. Corollaire, ha droite BD , fig.3S , qui divise 
en deux parties égales l’un des angles B d’un triangle 
quelconque ABC, partage le côté opposé AC en deux 
segmens proportionnels aux côtés adjacens , c’est-à-dire 
que l’on a cette proportion : 

AD'.DCwAB.BC. 

Cela se prouve , en menant CE parallèle à BD , et 
rencontrant en E, AB prolongée. Il en résulte, par 
le n° 59 , 

AD.DC-.'.AB.BE-, 

de plus , le triangle CBE est isocèle ; car l’angle BCE 
est égal à CBD , comme alterne interne par rapport à 
la sécante BC, l’angle J?jECl’e»tàl’a» 5 leJf.ôi>,comnit 
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eorrespondant par rapport à la sécante AE , et les 
angles ABD et CBD sont égaux comme moitiés du 
même angle ABC : donc les angles BCE et BEC le 
«ont aussi; donc BE est égal à BC (Sy); donc enfin 

ad-.dc.-.ab-.bc. 

PROBLÈME. 

6 a. Trouver une quatrième proportionnelle à trois 
lignes données , M , N , P , fig. Ü 7 , ou le quatrième FIGÎ S?; 
terme de cette proportion t 

M : N :: P : X. 

Solution. On tirera deux droite s indéfinies AB et AC, 
faisant entre elles un angle quelconque ; on prendra sur 
la première , de A en B , une distance AB égale à M , 
et de AenD une distance égale à N\ puis on portera sur 
la seconde, de en C, la troisième droite P. On joindra 
par une droite , les points B. et C , et tirant par le point 
D , parallèlement à BC , la droite DE , on aura dan» 

AE la quatrième proportionnelle demandée , puisqu» 

AB:AD::AC:AE(Ss}, 

ce qui donne 

M:N::P:AE. 

Si les deux droites N et P étaient égales entre elles , 
la ligne AE, donnée par la proportion 

M:N::N:AE, 

serait ce que les géomètres ont appelé tro/'fiême propor- 
tionnelle. La construction de ce cas ne diffère pas de 
celle du précédent; le point C tombe alors en c, et la 
droite De, parallèle à Bc, coupe sur AC la. partie Ae, 
•galeàlatroisièmeproportionnellecherchée,puisqu’oiia ^ 

AB'.AD’.'.Ac'.Ae, 
ou M'.N'.'.NiAe. 

63. Deux triangles sont lorsque les angles 

de l’un sont respectivement égaux aux angles de l'autre, 

C 3 


/ 


Digitized by Google 



38 É L É M E N s 

et que les côtés qui , dans l’un et dans l’autre , sont op* 
posés à des angles égaux, et que , pour cette raison , ou 
nomme côtés homologues , sont proportionnels. 

Ces deux conditions sont liées entre elles de manier* 
que l'une entraîne toujours l’autre. 

THÉORÈME. 

FIG. 38. 64- Lorsque deux triangles ABC et EDF, fig. 38 , 

ont leurs angles égaux chacun à chacun , leurs côtés 
homologues sont proportionnels , et ils sont par consé~ 
quent semblables. 

Démonstration. Si on prend sur AD et AC deux 
parties Ae et Af., respectivement égales à DE et à DF, 
et qu’on tire ef, les triangles eAf et EDF seront égaux , 
puisque , par l’hypothèse , l’angle A de l'un est égal à . 
l’angle D de l’autre , et que les côtés Ae et Aj sont 
égaux à DF et à DF, par construction ( 1 6 ). L’angle Aej 
étant égal à F , le sera par conséquent àD,etef sera 
parallèle k B C -, on aura donc la proportion 

Ae:AB:-.Af:AC{S3), 
ou DE: AB -..DF: AC. 

Tirant ensuite Gf, parallèlement à AB , on obtiendra 
Af: AC::BG:BC, 
ou DF:AC::EF:BC, 

fuisque BG est égal à ef (54), qui l’est à FF. Réunis- 
sant cette dernière proportion avec la première par le 
moyen du rapportDF : AC, qui est commun à l’une et 
à l’autre , on aura cette suite de rapports égaux ; 

DE:AB::DF:AC::EF:BC, 
de laquelle il résulte que les côtés homologues des triaH- 
gles ABC, DEF , sont proportionnels entre eux. 

65. Corollaire. Il suit de la proposition précédente , 
que deux triangles sont semblables , i°. lorsqu ils ont 
seulement deux angles égaux chacmr à chacun puisque 
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le troisième angle de l’un est nécessairement égal aa 
troisième angle de l'autre (52) ; 

3°. Lorsque leurs côtés sont respectivement parallèles -, 

3*. Lorsque leurs côtés sont respectivement perpen- 
diculaires. 

La seconde partie est évidente pour les triangles placés 
comme ABCetDEF\ car les angles, tels que A et D , 
qui ont leur ouverture tournée dans le même sens , sont 
égaux (5o). 

A l’égard des triangles placés dans une situation ren- 
versée, comme le montre la figure 3q , si on prolonge le FIG. 
côté EF du triangle DEF , de manière qu'il en coupe 
deux du triangle ABC, en G et en H, les angles y^G// 
et DEF seront égaux comme alternes externes , par 
rapport aux parallèles AB , DE , et à la sécante FH\ les 
angles AHG et DFE , le seront comme alternes internes, 
par rapport aux parallèles AC, DF-, et le triangle EDF 
sera par conséquent semblable au triangle AGU , qui 
le sera lui-même au triangle ABC , puisque les angles 
AHG et AGH scmt égaux aux angles ACB , ABC , 
comme correspondans , par rapport aux parallèles GH , 

BC , et avLX sécantes AC , AB . 

Il est évident que les côtés homologues , dans le cas 
actuel, sont parallèles entre c«ix. 

Pour prouver la dernière partie , soient les deux 
triangles ABC et DEF,ftg. 4o, placés de manière que riG. J», 
le côté soit perpendiculaire sur BC prolongé , que 
\ DF prolongé le soit sur AC , et enfin que DE prolongé 
le soit sur AB-, par lepointy/, opposé au côté BC, per- 
pendiculaire siu" EF , on mènera les droites AG et AH, 
respectivement parallèles aux deux autres côtés DF et 
DE, du’ triangle DEF, et par conséquent perpendicu- 
laires l’une sur AC , l’autre sur AB. Les angles CAG 
et BAH seront droits d’après l’hypothèse; si on ajoute 
à chacun le même angle CAH , les deux angles 
tésultans C et GAU setont égaux; mais les angles ' 

c 4 
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GyŒ et EDF, ayant par construction leurs côtés 
parallèles et leur ouverture tournée dans le même sens, 
sont égaux : l’angle BAC sera donc égal à EDF. 

• Menant ensuite, par le point B les droites 5/ et 

parallèles aux côtés EF et DE , on formera les angles 
droits CBI et ABK , desquels retranchant une partie « 
commune ABI, il restera les angles égauÿ ^56’, IBK\ 
et le second étant égal à DEF , à cause du parallélisme 
des droites BI et EF, B K et DE , on en Conclura que 
ABC est aussi égal à DEF. Les triangles et iJÆF' 

ayant deux angles égaux chacun à chacim , sont par 
conséquent semblables. 

On voit de plus que les côtés homologues sont ceux 
qui sont respectivement perpendiculaires , puisque 
l’angle D étant égal à l’angle .,4 , le côté EF esthomologue 

à BC , et ainsi des autres. 

« * 

THÉORÈME. 

66. Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont 
un angle égal, chacun à chacun, compris entre des 
côtés proportionnels. 

Démonstration. Si l’angle A du triangle ABC, 
FIG. 3S.fig. 38 , est égal à l’angle D du triangle DEF , et 
qu'on ait AB : DE : : AC : DF, on prendra sur lei 
côtés AB et AC ÔVL premier triangle , deux parties, Ae 
et Af, respectivement égales à DE et à DF\ tirant ef , 
on formera le triangle A^ égal au triangle Z>£F(i6); 
et la droite ef coupant les côtés du triangle BAC eu 
parties proportionnelles , puisqu’on aura 

AB \DEouAe::AC: DF ou Af,- 

sera parallèle à BC (6o). Les angles e et/, respec- 
tivement égaux aux angles E et F, le seront aussi aux 
angles B et C ; et par conséquent les triangles ABC et 
DEB s.yant leur* angles égaux, seront semblables C64)*- 
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THÉORÈME. 

67 . Deux triangles qui ont les côtés proportionnels , 
chacun à chacun , sont semblables. 

Démonstration. Soit dans les triangles ABC , DEP^ 
cette suite de rapports égaux : 

AB .DE:: AC: DF:: BC:EF. 

Si on prend sur AB une partie Ae égale à DE, et«ju‘on 
mène une droite ef parallèle à BC, les triangles ABC 
et A^, semblables entre eux (65) , donneront 

AB:Ae::AC: Af:: BC : ef; 

mais parce que Ae est égal à DE, tons les rapports de 
la seconde suite seront égaux à ceux de la première, et 
comme les antécédenssont les mêmes de part et d’autre, 
les conséquens seront aussi les mêmes : on aura donc 

Af=DF, ef=EF. 

Il suit de là que le triangle DEF est égal au triangle 
Af\ et comme ce dernier est semblable au triangle 
ABC , '"A en sera de même du premier. 

PROBLÈME. 

68 . Construire sur une droite donnée EF, un triangle 
semblable au triangle ABC. ’ 

Solution. On peut construire uii triangle semblable à 
un antre , en partant des diyers caractères par lesquels la 
similitude de ces figures peut être constatée. Si l’on veut 
donc former sur la droite donnée EF, un triangle qui 
soit semblable au triangle ABC , on peut y parvenir, 
1 ®. en menant par les points E et F, des droites qui fassent 
avec EF des angles E et F, respectivement égaux aux 
angles F et C (65) : 

a®. En faisant aupointF, surFF, un angle égalàl’angle 
B , et portant sur le côté DE de cet angle , une distance 
£)£quatrième proportionnelle aux trois lignes FC, EF, 
^B\ de cette manière , les deux triangles seront encore 
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semblables , comme ayant , chacun à chacun , un angle 

égal compris entre des côtés proportionnels (66) ; 

3 ®. Enfin, en cherchant une quatrième proportion- 
nelle aux trois lignes £C, EF, AB , une autre aux 
trois lignes BC, EF, et AC, etconstruisantsurles deux 
lignes trouvées et sur EF, un triangle DEF-, les trian- 
gles DEF et ABC seront semblables, comme ayant 
leurs côtés proportionnels (67). 

THÉORÈME. 

Gg. Tant de lignes , AB , AC , AD , AE , AF, qu’on 
FI(i. /Ji. voudra , fig. 4* • menées par un même point A , et ren- 
contrées par deux parallèles GL et BF, sont coupées 
par ces parallèles en parties proportionnelles , et les 
coupent aussi en parties proportionnelles. 

Démonstration. Les triangles BAC , GAU , étant 
semblables , ( 65 ), on a par ces triangles, 

AB AG AC AH BC GU-, 
par les triangles CAD et HAI , 

AC : AH : : AD : AI : : CD : III-, 
par les triangles DAE et lAK, 

AD : AI : : AE : AK : LtE :IK -, 
par les triangles EAF et KAL, 

AE. AK-.-. AF -.AL -.-.EF -.KL. 

Tous ces rapports sont égaux, puisque le second de 
chaque suite est le premier de celle qui vient après. 
Ne prenant d’abord que ceux qui renferment les lignes 
menées du point A , on aura 
AB : AG -.-. AC : AH:: AD : AI:: AE : AK : : AF : AD, 

puis réunissant ceux qui contiennent les parties des pa- 
rallèles BF et GL , il viendra 

BC : GH.i CD :///;: DE :IK : :EF :KL, 
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ce qui fait voir que ces lignes sont coupées en parties 
propoitionnelles. 

En considérant les triangles BAC, CAD, DAK, 
EAF , comme ayant deux de leurs cotes coupes par 
une droite parallèle au troisième , on a ( 5 g) , 

♦ AG -.BG v. AH \ HC, 

AH : nC : : AT : ID, 

AI :ID : : AK : KE. 
AK:KE::AL:LF, 

d’où on tire 

AG:BG::AH:HC::Al.ID::AK:KE:: AT.: CF. 

et d’où il résulte que les droites AB , AC , AD , AE , 
AF, sont coupées en parties proportionnelles. 

PROBLÈME. 

70. Diviser une droite donnée , de la même manière 
qu'une autre est divisée. 

Soluiian. Soientg/la ligne à diviser, et 7 ?Flaligne déîA 
divisée. On décrira sur cette dernière un triangle BAT', 
dont les trois côtés soient égaux, ce qui s’effectuera 
suivant le procédé du n“ ni , en prenant la ligne 
BF elle-meme pour rayon de.s deux cercles à décrire 
des points B et F, comme centres ; portant ensuite 
f'I àe A en G, sur le côté AB, et de A en I,, sur 
le côté ^F, on tirera OE ; .les droites qui ioindront 
les points C,D, E , avec le point A, couperont la ligne 
GL en parties proportionnelles à celles de BF , comme 
le demande l’énoncé de la question. 

En effet, puisque AB-=AF, AGz=.AL , on a la 
proportion évidente : 

AB : AG : : AF : AI., 

de laquelle il résulte (60) que GL est parallèle à 
BF. triangle G AJ. étant donc semblable à B AF, 
donnera cette proportion : 

AB : AG w BF : GL -, 


I 
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et comme , par construction , BF-=AB , on aura né- 
cessairement GLz=AG = gl. Cela posé, d’après le 
théorème précédent , les droites parallèles GL et BF 
aont divisées en parties proportionnelles , ou l’une comme 
l’autre. 

Si la ligne à diviser était , plus grande que BF, 
fl faudrait prolonger indéfiniment les côtés AB et AF, 
au-dessous de BF\ portant ensuite g'/' sur AB , de 
A en G', et sur AF,àsA en L' , on tirerait G'L', et le» 
prolongemens des droites AC, AD, AE , diviseraient 
G'il , aux points /T, /', K! , en parties proportionnelles 
à celles de BF. 

71 . Remarque. La question précédente peut encore 
se résoudre comme il suit : 

FIG. 4»- Soit AH, Jig. 4a, la droite à diviser. On tirera par la 
point A une droite indéfinie faisant, avec AH, un 
angle quelconque PAH , sur laquelle on portera, à la 
suite les unes des autres, les parties dans lesquelles est 
partagée la ligne dont les divisions sont connues; on 
joindra l’extrémité P de la dernière avec l’extrémité H 
de la ligne à diviser ; puis , par les points I, K, L, M, 
N et O, on mènera , parallèlement à PH, les droite» 
JB, KC, LD , ME, NF, OG , qui couperont AH 
en parties proportionnelles à celles de AP. 

Ce dernier procédé se démontre en observant que , 
dans le triangle ACK , dont les côtés AC e\ AK sont 
coupés par B J parallèle au troisième côté CK , on 
a (Sg) 

AB .AI:-. AC ; AK : ; BC : IK-, 
le triangle ADL, considéré par rapport à la droite CK, 
donne ' 

^ . AC AK:. AD .AL y. CD: KL-, 

le tnan^e A EM , considéré par rapport à la droite LD , 
donne 

AD :AL : :AE : AM : : DE : LM, 

•t ainsi de» autres. Toutes ces suites de rapports égaux 
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•'enchaînent par le moyen du second rapport de cha- 
cune , qui se trouve le premier dans celle qui vient 
•près ; ne prenant donc que les rapports qui contiennent 
les divisions de la droite AP, on aura 
AB-. AIv. BC: JK:: CD .KL :: DE : LM, etc. 
ce qui montre que les paities AB ,^BC, CD , etc. de 
AH, sont proportionnelles aux parties AI, IK, KL, etc. 
de AP. 

On simplifie un peu ce dernier procédé , en menant 
par le point H une ligne QH parallèle à AP, et sur 
laquelle on prend , en commençant au point H , de* 
parties HX, XV, VU, UT, etc. respectivement égalesà 
PO, ON, NM, ML, eb. -, les droites PH, OX, NV, etc. 
qui joindront les points de division correspondans , étant 
parallèles (54), couperont la droite AH en parties 
proportionnelles à celles de AP ou de HQ. 

72. t*'. Corollaire. Si, dans la figure 4i , les parties 
de la droite BF , et dans la figure 42 , celles de AP, 
étaient égales entre elles , celles de la droite GL dans 
la première , et de la droite AH dans la seconde , 
seraient aussi égales entre elles. 

Il suit de là que le procédé du n® 70 et celui du n° 7 i , 
peuvent servir à diviser une ligne droite dans un nombre 
quelconque de parties égales. Il faut pour cela re- 
garder d’abord la droite BF,Jig, 41 , comme indéfinie; FIG. 4*« 
puis prenant sur cette droite une partie BC d'une gran- 
deur arbitraire , la porter à la suite d’elle-méme un 
nombre de fois égal à celui des parties dans lesquelles 
la droite donnée GL doit être divisée ; le point F, où 
se termineront ces parties , sera l’extrémité de la ligne 
B F, et on achèvera la construction comme dans le n“ 70. 

Par le procédé du n° 7i,c’estsurladroite.<^/’,/îg’.4a, FIG. 4». 
considérée comme indéfinie , qu’il faut porter succes- 
sivement des parties égales et arbitraires, puisque AH 
représente la ligne donnée. 

73 . CoToHaiT». La division des droites en parties 
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égales , est le fondement de la construction des échelles , 
c'est-à-dire , des droites qui servent à mesurer les 
autres. En effet , si l’on avait divisé d’abord en parties 
FIG. 3, égales la droite CD,Jig. 3, il n’y aurait eu qu’à cher- 
cher combien yiB contenait de ces parties, pour avoir 
le rapport de à CD , au moins d’une manière 
d’autant plus approchée , que les parties de CD auraient 
été plus petites. L’imperfection des instrumens et les 
bornes de nos sens nous forcent bientôt de nous arrêter 
dans la division des lignes dont les parties nous échappent 
par leur petitesse ; pour étendre nos moyens à cet égard, 
on a imaginé la division par les transversales , repré- 
FIG. 45 sentée dans la figure 43, dont voici la construction. 

Ayant premièrement divisé la ligne ^C en un nombre 
^elconque de parties égales, telles que BC, et vou- 
lant ensuite diviser BC en un nombre de parties trop 
grand pour que chacune de ces dernières puisse être 
bien distincte, on mènera sur AC , par les points A , 
et C , les perpendiculaires AA““, et CL\_on prendra 
sur AA"" une partie arbitraire AA' , qu’on portera à 
la suite d’ elle-même autant de fois que l’on voudra faire 
de parties dans iîC ( la figure en représente quatre) ; 
par les points de division A' ,A" ,A'" ,A"“ , on tirera des 
droites parallèles à AC\ enfin on joindra les points B 
et L par la ligne transversale BL. 

Cela fait, si l’on mène la ligne BK parallèle à CL , 
on formera les triangles BDE , BFG, BHI , BKL, 
évidemment semblables entre eux (65), qui donne- 
ront ces proportions : 

DD .DK-.. DE: KL, 

DF : DK : : FG : KL, 

DH: BK ::HI : KL, 

desquelles il résulte, 1 °. que BD étant le j de BK, DE 
l’ést aussi de KLoa de BC , qui est égal à KL (54); 

. 8°. que B F étant les ^ ou la j de BK, FG l’est aussi da 


Digilized by ( ■■ h igl 


D E G É O M É T R I E. fyj 

KL OU de BC\ 5°. que BH étant les 5 de BK, HI 
l’est aussi de A'Lou de BC. 

On voit par là qu'en prenant sur la première , la 
«econde et la troisième des droites parallèles à AB , les 
distances A' E , A" G, A“I, respectivement égales à 
AD+DE, AI'F+FG, on aura 

AB+\BC, AB+^,BC, AB+\BC. 

, Ceci suffit pour montrer comment on peut construire 
une échelle de transversales pour obtenir des divisions 
quelconques, et l'usage qu’on peut en faire. 

Une semblable échelle prend le nom d’échelle de 
dixmes , (juand elle contient dix parallèles à AB , parce 
qu’elle donne alors les dixièmes de BC. 

THÉORÈME. 

74- Si de l'angle droit iïun triangle, rectangle, on 
abaisse une perpendiculaire sur le côté opposé, qu'on 
nomme hypoténuse, 1 “. cette perpendiculaire partagera 
le triangle en deux autres qui lui seront semblables , 
et qui le seront par conséquent entre eux ; , 

2 °. Elle divisera l'hypoténuse en deux parties ou 
segmens, tels que chaque côté de r angle droit sera 
moyen proportionnel entre le segment qui lui est ad- 
jacent, et r hypoténuse entière ; 

3®. La perpendiculaire sera moyenne proportionnelle 
entre les deux segmens de l'hypoténuse. 

Démonstration. Le triangle ABC,Jig. 44> étant sup- FIG. .fi. 
posé rectangle ea B , et BD étant perpendiculaire sur 
AC , les triangles ABC et seront semblables (65); 
car ils auront, chacun à chacun, deux angles égaux, 
savoir : l’angle A , qui leur est commun à tous deux , et 
l’angle droit ABC , dans le premier, égal à l’angle 
droit ADB , dans le second. Le triangle BDCest, par 
les mêmes raisons, semblable au triangle ABC, puis- 
que l’angle C leur est commun , et que l’angle BDC de 
l’im est droit, l’angle ABCàe l’autre. V 
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Si on compare successivement chacun des deux 
gles ABD et BDC, avec le triangle ABC, en ob- 
iervant que les angles ABD et CBD sont respective- 
ment égaux aux angles C et , on trouvera , entre leurs 
côtés homologues , ces proportions : 

AD-, AB.-. AB -.AC, 

CD -. BC BC -. AC, 


qui constituent la seconde partie de la proposition. 

Comparant ensuite les triangles ABD et B CD l’uii 
à l’autre , on aura 


AD -. BD BD : CD, 

ce qui forme la troisième partie de l’énoncé ci-dessus.* 

75 . Corollaire. Il suit du théorème précédent, que, 
les trois côtés d’un triangle rectangle étant rapportés à 
une mesure commune, la seconde puissance du nombre 
qui exprime la longueur de l’hypoténuse , est égale à la 
somme des secondes puissances des nombres qui ex- 
priment les longueurs des deux autres côtés. 

En effet les proportions 


donnent 


AD -. AB -. . AB -. AC , 
CD -, BC -. -. BC -.AC, 


AD= 


AB 

AC' 


CD= 


BC 

AC 


et en ajoutant AD avec CD, on a 

AC=éi±l£ -, -, 

AC ou ACz=iAB-\-BC. 

n suit de là que l’on peut trouver l’hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont on a les deux autres côtés. Si , 
par exemple , AB =3 , BC—^, on aura 

AC-=.^ -t- iG a5, d’où AC=^aS—5. 

On peut aussi trouver uq des côtés de l’angle droit , 

quand 
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tjuand on connaît l'autre et l’hypoténuse , parce que de 

AC :=AB + BC, on tire AB z= AC — BC. Si, 
par exemple, AC— i 3 , BC — m, on aura 

^^ = 169 — 144=26, â!où.AB— 5 . 

En général AC-=r V AB-\-BC, AB=“\/ AC^BC' 
THÉORÈME. 

7S. Les trois côtés d’un triangle quelconque étant 
rapportés à une mesure commune , et exprimés par 
conséquent en nombres , si de T extrémité de l’un quel- 
conque de ces côtés , on abaisse une perpendiculaire 
sur l’un des deux autres, la seconde puissance du pre- 
mier sera égale à la somme des secondespurssances des 
derniers , moins deux fois le produit du côté sur le- 
quel tombe la perpendiculaire , par la distance de cette 
perpendiculaire à tangle opposé au premier côté , si cet 
angle est aigu, et plus deux fois le même produit si cet 
angle est obtus : c’est-à-dire qu'on aura , dans le pre- 
mier cas-, fig. 45 et 46 , 

ÂC=ÂB -I- BC’— 3 ÂB X BD, 
et dans le deuxième , fig. 47 , 

ÂC =ÂB 4. BC‘+ 3 ÂB X BD. 
DémortJfration.QuandlaperpendiculaireCZ),^^. 45 , ÈIG. 4 S. 
partage ABC en deux triangles, ACD et BCD , 
rectangles en D, le premier donne d’abord , en vertu du 
n° précédent , 

ÂC^ZiD -\-' cd] 

et l’on tire du second 

D’après cette valeur de CD, celle de devient 

. Âc’=iÂD‘-i-BC'---BD\ 

CéOmétrie, 8* édition. 1 D 
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mais il est visible que AD = AD — DD , nombre 

dont le quarré est AB — 2 AB X BD BD ( : 

mettant cette valeur dans l’expression de on aura 

enfin 

AC-=~AB — ÔÂB X + ÆÔ V ~BC — ~BD, 

ce qui se réduit à 

liTZ' X 

riG. 48 - Dans la figure 46, où la perpendiculaire tombe 
hors du triangle, la différence consiste en ce que ’ 

AD = BD — AB,^ 
mais on a toujours pour le quarré 

'ÂB—s.Ib X ^ 

ainsi a la même valeur que ci-dessus : voilà le pre- 
mier cas du théorème. 

riG. 47. Lorsque le côté AC,Jig. 47 , est opposé à im angle 
obtus , la perpendiculaire tombant nécessairement hors 
du triangle ABC, on trouve encore parles triangles ' 
ACD et BCD , rectangles en D, 

~ÂCi=ÂD''-fCD, ‘cd'='bC —BD\ 
en en conclut 

âc'—âd'-\-Yc — bd\ 

mais on a AD — AB -4- BD, valeur dont le quarré est 
AB -\~üAB BD-{- BD , et de laquelle il résulte 

~ÂD ÎÂB X ~BD -if~BD -\-~BC — Bd\ 

(*) Dans ccuc proposition , où je regarde les lignes comme eva. 
lirces en nombres, j^ai dù supposer connue la composition de U 
seconde piiissanced^un nombre égal à la somme ou à la difTcrcnredc 
deux autres^ composition à laquelle on ()eut d’aillenrs par>’enir par 
le raisonocuciU seul y sans le secours des caractères algébriques. 
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Ce qui se réduit à 

Zic'= ]fc^+ ^Jd X ^ : 

tel est le second cas de l’énoncé. 

iV. B. Les parties AD et BD détérminées sur le côté 
par la perpendiculaire CD, se nomment scgmens. 

77. Corollaire. En rapprochant ce théorème du pré- 
cédent , on en conclura que l’on peut , lorsqu’on 
connaît les trois côtés d’un triangle , déterminer 
si l’angle opposé à l’un quelconque de ces côtés , est 
aigu, droit ou obtus. En effet, dans le premier cas , où 

AC — AB B C — a AB BD , il est évident 
que la seconde puissance de est moindre que la 
somme de celles des deux autres côtés AB et BC. Dans 
le second cas, l’angle B étant droit, on a seulement 

ÂC~ ~ÂB +1ÎC \ 

ainsi la deuxième puissance de AC est égale àla somme 
de celles des deux autres côtés. Dans le troisième cas 

enfin , où l’on & AC ■=. AB -i- B C -f- nAB X BD , la 
seconde puissance de AC surpasse la somme de celles 
des deux autres côtés. 

Ces remarques étant appliquées au triangle dont les 
côtés sont exprimés par 6,7,8, et leurs secondes puis- 
sances par a5, 49, 64, il en résulte que l’angle opposé 
au côté 8 est aigu , puisque la seconde puissance de ce 
côté étant 64 , se trouve moindre que la somme 74 des 
secondes puissances des ddhx autres côtés. 

Il est bon d’observer que l’espèce de l’angle opposéau ■ 
plus grand côté , fera connaître celle du triangle ( 53 ). 

DES POLYGONES. 

78. Les surfaces planes terminées par un assembl.ige 
quelconque de ligues droites , se nomment polygones. 

D a 
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Le plus simple de tous est le triangle. Les polygones da 

quatre côtés se nomment en général quadrilatères , 

de cinq , pentagones; 
de six, hexagones; 
de sept, heptagones; 
de huit, octogones ; 
de neuf, ennéagones ; 
de dix, décagones; 
etc. 

« 

On ne pousse guère cette nomenclature au-delà du 
polygone de dix côtés, que pour le dodécagone , poly- 
gone de douze côtés , et le pentédécagone , qui en a 
quinze. 

FIG. 48 Dans les figures 48 et 4g , ABCDEF représente uh 
*' ^8- polygone de six côtés, ou un hexagone. Tous les an- 
gles de la première figure ayant leur ouverture en 
dedans du polygone , sont des angles saillans; l’angle 
DEF de la figure 4,q est un angle rentrant, parce qu’il 
a son ouverture en dehors du polygone. 

Les lignes telles que CA, CF, etc. , tirées entre des 
angles du polygone, qui ne sont pas adjacens au même 
côté , se nomment diagonales. 

7 g. Parmi les quadrilatères ou polygones de quatre 
côtés , on désigne particulièrement sous le nom de pa- 
rallélogramme , celui dont les côtés opposés sont parai— 
FlU. 5 o. lèles. ABCD , Jig. 5o, est un parallélogramme. 

Il suit du n°54, qne chaque diagonale , A Cet 
BD , partage le parallélogramme en deux triangles 
égaux ; * 

2 ®. Que les côtés opposés^ AB et DC , AD et BC , 
d’un parallélogramme, sont respectivement égaux; 

3°. Que , réciproqueAjent , si les côtés opposés d’uno 
■figure de quatre côtés sont égaux, ou bien si deux côtés 
opposés sont égaux et parallèles , cette figure est un pa- 
rallélogramme. 


» 
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THÉORÈME. 

8o. hes deux diagonales , AC et BD , d'un paral- 
lélogramme, se coupent mutuellement en deux parties 
égales. 

Démonstration. Les triangles AOD et B 0X2 sont 
égaux (i8); car les côtés AD et B C sont égaux par 
l’hypothèse, les angles O, OCB, sont égaux comme 
alternes internes, par rapport à la sécante AC et aux 
parallèles , BC , et les angles ADO et OBC ^ la 
sont aussi comme alternes internes , par rapport à la 
sécante BD : donc AO — OC , DO= OB. 

THÉORÈME. 

8t. En jouant l’un des angles d'un polygone à 
tous les autres , on partage ce polygone en un nombre 
de triangles égal à celui de ses côtés , diminué de deux 
unités. 

Démonstration. Cette proposition est presque évi- 
dente par l’inspection de la figure 48 , où l’on voit que EH* 48* 
les diagonales CA, CF, CE, menées de l’angle C aux 
angles A, F et E , partagent le polygone AB CD EF, de 
six côtés, en quatre triangles, ACB , ACF , FCE , 

ECD. On se convaincra qu’elle convient à un polygone 
d’un nombre quelconque de côtés , en observant que les 
deux triangles extrêmes, tels que ACB , ECD , entre 
lesquels seront compris tous ceux que peut renfermer 
le polygone proposé , contiendront chacun deux de ses 
côtés, tandis que tous les antres n’en contiendront 
qu’un seul: il y aura donc dans ces deux triangles quatre 
côtés du polygone ; le nombre des triangles inter- 
médiaires sera par conséquent égal à celui des côté^ 
du polygone , diminué de quatre ; et le nombre total 
des triangles sera , comme le porte l’énoncé , égal à 
celui des côtés du polygone , diminué de deux unités. 

D 3 


, Digitized by Google 




54 *» élémens 

82. Corollaire. Il suit de là que la somme de tous le» 
angles intérieurs, ABC , BCD, CDE , DEF, EFA , 
F AB , d’un polygone , vaut autant de fois deux droit» 
qu’il a de côtés , moins deux , puisque cette somme se 
compose de celles des angles de tous les triangles 
ACB , ACF , FCE , ECD, qui valent chacune deux 
droits , et que le polygone contient un nombre de ces 
triangles égal à celui de ses côtés , diminué de deux 
unités. 

riG- 49. Dans la figure 4 g , l’angle rentrant DEF est exté- 
rieur , et non pas intérieur. En faisant partir les diago- 
nales du sommet E de cet angle, on voit évidemment 
■ qu'il est remplacé dans la somme des angles intérieurs 
par celle des angles D£C, CEB, BEA, AEF, et que, 
réuni à cette dernière, il forme quatre droits (10). 

THÉORÈME. 

83 . Si l’on prolonge dans le même sens, comme dans 
FIG. 48. le premier polygone de la Jigure 48 , tous les côtés , etc. 

d’un polygone qui napoint dlangles rentrons, la somme 
des angles extérieurs formés par ch aque côté et par 
le prolongement de celui qui lui est contigu , est égale 
à quatre droits , quel que soit d! ailleurs le nombre des 
côtés du polygone. 

Démonstration. Chaque angle extérieur, comme 
réuni avec l’intérieur B AF, auquel il est adjacent, forme 
une somme égale à deux droits , et qui se trouve répé- 
tée , pom tout le polygone , autant do fois qu’il a de 
côtés ou d’angles-, la somme des angles, tant extérieurs 
qu’intérieurs , vaudra donc autant de fois deux droits 
que le polygone a de côtés. Retranchant de cette 
somme celle des angles intérieurs , égale à autant de 
*fois deux droits que le même polygone a de côtés, moins 
deux , il restera deux fois deux droits , ou quatre droits," 
pour la somme des angles extérieurs. ■ 
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84- Remarque. Deux polygones sont égaux lorsqu’ils 
sont composés d’un même nombre de triangles égaux 
et semblablement disposés , ou assemblés de la même 
manière ; car il est évident que , placés l’un surrautre> 
ces polygones se couvriront parfaitement, 

THÉORÈME. 

85. Lorsqu'on cannait tous les côtés d'un polygone , 
O l'exception d’un seul, et qu'on cannait aussi les 
angles compris entre les côtés donnés, le polygone est 
déterminé, et peut être construit. 

Démonstration. En effet, si , dans le polygone AÈC 
DEF , on connaît les côtés AB , BC , CD , DE , EF., 
et les angles qu’ils comprennent , on pouira sur A’ B' 
~ AB , faire l’angle A' B' C z=z ABC , puis, prendre 
B' O zzzBC-, faire au point C , sm B' C , l’angle B' C D' 
= ,5 CZ? , puis prendre faire au point 

sur CD' , l’angle CD' El = CDE , puis prendre D'E' 
= DE ; faire au point E' , l’angle D' E! F' = DEF , et 
prendre enfin E' F'-=EF. Etant parvenu ainsi au point/^', 
il n’y aura qu’une seule manière de le joindre avec le 
point A' , et de fermer le polygone A" B' C Lf E! F' . 

11 est visible que ce polygone sera égal , dans toute» 
•es parties, au polygone ABCDEF-, car .si on le porte 
sur ce dernier, en plaçant A' F sas AB , à cause de 
l’égalité des angles ABC et A'/L C , le côté B' C tom- 
bera sur son égal BC\ et continuant ainsi de proche 
en proche , on reconnaîtra que les points jL , B' , C , 
D' , C , F , tomberont respectivement sur les points A 
B,C, D,E,F : d’où il suit que les deux polygones se 
couvriront parfaitement. 

86. Remarque. Il y a plusieurs autres cas d’égalité 
entre deux polygones •, je n’ai voulu donner dans 
le précédent qu’un exemple de cette égalité , pour 
montrer qu’un polygone d’un nombre quelconque N 
de côtés, et renfermant par conséquent un nombre N 

D 4 
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d'angles , ce qui fait en tout nN choses , est déter- 
miné par la connaissance de aN — 3 de ces choses. On 
observera ici, comme on l’a dû remarquer dans les dif- 
férens cas d’égalité des triangles , que les N angles ne 
doivent compter que pour N — i données , puisque leur 
jomme est toujours donnée (8a). 

87. On nomme polygones semblables ceux dont les 
angles sont égaux , et dont les côtés homologues sont 

THÉORÈME. 

4 88. Deux polygones composés d’un même nombre 

de triangles semblables chacun à chacun , et sem- 
blablement disposés , ont leurs angles égaux chacun à 
chacun , leurs côtés homologues proportionnels , et 
sont par conséquent semblables. 

UC, 5 i, Démonstration. Soient BAKDC et baedc,fig. 5 i, 
les polygones proposés; les triangles ABC , abc, étant 
semblables , ont leurs angles homologues égaux : ainsi 
l’on a 

B—b, BAC— bac. 

Par la même raison , les triangles ACE et ace donnent 
CAE = cae , CEA = cea ; 

d’où il suit que l’angle BAE , formé des angle.s BAC 
et CAE , dans le premier polygone , est égal à l’angle 
fcae , formé des angles ùac et cae, dans le second. On 
prouvera de même l’égalité des angles AED et aed , 
EDCetedc -, quant aux derniers angles BCD etbcd, 
il est visible qu’ils sont égaux , puisqu’ils sont formés , 
l’un des angles BCA,ACE , ECD , l’autre des angles 
bca, ace, ecd , qui sont respectivement égaux aux 
premiers , comme angles homologues de triangles sem« 
hlables. 

En formant les proportions qui résultent de la simili- 
tude des triangles ABC et abc , ACE et ace, ECD 


proportionnels 
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et ecd, on aura 

BC : bc : ; AB \ ab : AC : oc, 

AC :ac : : AE : oe ; ; CE : ce , 

CE : ce : : ED ; cti : ; CZ? ; cd 

Le premier rapport de chaque suite , formé par les 
côtés qui sont communs aux triangles adjacens, étant le 
même que le dernier de la précédente , ces rapports sont 
tous égaux entre eux : en ne prenant donc que ceux qui 
contiennent les côtés des polygones , il tiendra 
£C : bc : : AB z ab : : AE : oe : : ED z ed:: CD z cd, 
ce qui prouve que les côtés homologues sont propor- 
tionnels. 

THÉORÈME. 

8g . Lorsque deux polygones sont semblables , ils sont 
composés d’un même nombre de triangles semblables 
chacun à chacun , et semblablement disposés. 

Démonstration. Puisque , par l’hypothèse , les angles 
de l'un des polygones sont respectivement égaux à ceux 
de l’autre , et les côtés homologues du premier sont pro- 
portionnels à ceux du second, on aura d’abord l’angle li 
égal à l’angle et 

BC zbc z z AB : ab\ 

fVoù il suit que les triangles ABC et abc sont sembla- 
bles (66) : les angles BAC et bac seront donc égaux. Si 
on les retranche des angles BAE et bae , égaux 
comme appartenant aux polygones , les restes CAE et 
cae seront égaux; de plus , les triangles semblables, 
ABC et abc, donnant AB z ab zz AC : ac , et les 
polygones AB z ab zz AE z a e, oa aura 

AC z ac z z AE z ae; 

d’où il suit que les triangles CAE , cae, sont encore 
semblables (66). On prouvera de même la similitude de 
tous les triangles de chacun des polygones, en quelqua 
nombre que soient ces triangles. 
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PKOBLÈME. 

go. Construire sur une ligne donnée , un polygone 
semblable à un polygone donné. 

Solution. Soient bc et BAEDC la droite et le poly- 
gone donnés ; on fera sur bc , par l’un des procédés du 
n° 68, un triangle abc semblable au triangle ABC , ce 
qui déterminera le point a ; pour avoir le point e , on 
fera de même sur ac, un triangle, cae , semblable au 
triangle CAE, et ainsi de suite. Le polygone abcdesexA 
semblable au polygone ABCDE , puisqu’ils seront com- 
posés l’un et l’autre d’un même nombre de triangles sem- 
blables chacun à chacun , et semblablement disposés. 

Si l’on portait le côté bc sur BC , de C en 6' , il suf- 
firait de tirer par le point b' la droite V ci parallèle à 
BA, puis par le point a' la droite ae' parallèle à 
etc. pour formerles triangles b' Cd , ci Cd , etc. res- 
pectivement semblables aux triangles BCA, ACE, etc. 
le polygone b'a'e'd'C serait construit ainsi sur le côté 
donné , et semblable au polygone BAEDC. 

91. Remarque. Dans ce qui précède, j’ai mené 
toutes les diagonales d’un même angle ; mais on 
peut partager des polj^gones en triangles de plusieurs 
autres manières , et les propositions ci-dessus s’éten- 
dent également à ces cas, parmi lesquels il en est un 
qu’il est bon de connaître ; c’est celui où on lie tous les 
angles du polygone aux deux extrémités de l’un de ses 
FIG. 5 a. t^6tés. Ce cas est représenté dans la figure 5 a , où l’on a 
joint les points C , D , E , aux points A et B , par des 
diagonales. 

1°. Il est clair que la position des trois premiers 
est fixée , à l’égard de la droite AB , dès que les 
triangles ABC, ABD , ABE, sont donnés; et l’ou 
voit bien évidemment de cette manière , que , pour dé- 
terminer un polygone, il ne faudra qu’un nombre de 
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triangles moindres de deux unités que celui des angles 
ou des côtés du polygone. On voit aussi que si N dé- 
signe ce dernier nombre , la détermination de la figure 
dépendra des — 2) diagonales menées de chacun des 

angles de la base , et de cette base ; ce qui fait en tout 
— Z données (86). 

a°. On démontrera sansdilficulté, à peu près comme 
dans les numéros 88 et 89 , que si les triangles AliC et 
abc, ABD et abd, ABE et ahe , sont respectivement 
semblables, les polygones ABCDE et nbede le seront 
aussi , et que , réciproquement , si ces polygones sont 
semblables , les triangles correspondans le seront eux- 
mêmes (*). 

«TBÉORÈME. 

ga. Si Von tire dans deux polygones semblables , 
deux droites qui soient semblablement placées dans 
chacun d'eux , c’est-à-dire qui passent par des points 
semblablement placés sur les côtés homologues, et qui 
fassent avec ces côtés des angles égaux entre eux, ou 
bien qui coupent, dans chaque polygone, deux côtés ho- 
mologues en parties proportionnelles , ces droites seront 
proportionnelles aux côtés homologues des polygones. 

Démonstration. Soient les droites GF et gf, menées 
par des points G et g , où l’on ait BG : bg :: AB : ab , 
et sous des angles FGi? et fgb qui soient égaux ^ les 
triangles BGC et bgc seront alors semblables, à cause 

{*) L’an de iever les plans n’est que celui de construire sur le 
papier des polygones semblables h ceux que formentsur le terrain 
les points dont on veut connaître les situations respectives. On voit 
^’il doitse r<^duire, en dernière analyse, àconccvoirces points lies 
cotre eux par des triangles, et h mesurer sur ces triangles un 
nombre suilisant d’angles ou de côtes , pour pouvoir en faire de sem« 
blables sur le papier, suivant les procédés du numéro GS. Voilà tou]t 
ce qu’on peut dire, sans entrer dans le détail des insmmicns propres 
h mesurer les angles, détail déplacé dans les traités gentranx, à 
peu près inintelligible pour les personnes qui n’ont pas vu ces ios* 
tiumens, et superflu pour celles qui les connaissent. 
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des angtes égaux B et b , et des côtés BG et bg propor- 
tionnels à BC et k bc , puisque les uns et les autres 
le sont à AB et k ab : on a donc 

CC gc y, BG bg , ou y.AB'.ab, 
et BCG~bcg , CGB — cgb. 

On conclut de là que GCF ou BCF — BCG , est égal a 

gcf ou bcf — bcg) et parce que FG B =fgb , on aura 

CGF, ou FGB — CGB , égal à cgf, on à fgb — cgb 

les triangles FCG et fcg seront donc semblables > et 

donneront I 

FG :fg : : FC ifc : : GC ; gc ou ; : AB : ab , 
puisqu’on a ci-dessus GC : gc AB lab. 

Si, au lieu de faire les angles FGB at fgb égaux, 
on prend les points F etf, de manière, que BG:bg:: 

FC :fc, les triangles FCG et fcg seront alors sembla- 
bles, comme ayant un angle égal comprisentre des côtés 
proportionnels ; on aura les mêmes conclusions que ci- 
dessus , et on prouvera , dans ce cas , l’égalité des angles 
FGB et fgb. 

THÉORÈME. 

g3. Les contours de deux polygones semblables sont 
entre eux comme les côtés homologues de ces polygones. 

Démonstration. Les polygones semblables AB CDE, 
abcde, donnent cette suite de rapports égaux; 

AB : ab::BC:bc :: CD:cd: : DE.de : : AE.ae-, 

«n en conclura 

' AB-\-BC-\-CDf-DE+AE : a6+6c-f-cd-f de+a« 

; ; AB: ab , 

e’est-à-dire , que 

le contour ABCDE : au contour abcde ; ; AB : ab. 
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DE LA LIGNE DAOITE ET DU CERCLE. 


On a vu dans le n® a8 , que l’on ne pouvait mener 
du même point à une ligne donnée trois droites égales; 
il résulte évidemment de là qu’une droite et un cercla 
ne peuvent se couper en plus de deux points. 

Toute droite qui coupe la circonférence du cercle , 
et qui est prolongée au dehors, se nomme sécante. 
EF , Jig. 53 , est une sécante. fjQ 

La partie CD de cette droite, comprise dans le 
cercle , se nomme corde. 

g 5 . On dit que la corde CD qui passe par les extré- 
mités d’un arc quelconque de cercle CGD , soutend 
cet arc ; mais il faut observer que la même droite est en 
même temps la corde de l’arc CHD qui, joint à CGD, 
compose la circonférence entière. Lors donc que le pre- 
mier arc sera moindre que la demi-circonférence , le 
second sera nécessairement plus grand. 

96. Lorsqu’une corde passe parle centre du cercle 
on lui donne le nom de diamètre. La droite AB , qui 
passe par le point O , est un diamètre. 

Tous les diamètres du cercle sont égaux , puisqu’ils 
sont composés de deux rayons, et que tous ces rayons 
sont égaux. 

Il est visible que le diamètre est la plus grande des 
droites que l’o#peut tirer dans la circonférence du cer- 
cle ,' puisque toute autre corde CD , est moindre que 
la somme des deuxrayons menés par ses extrémités (i 5 ). 

97. Le diamètre AB , partage la circonférence 
en deux parties égales ; car si on plie la figure le long 
de la droite AB , la partie AGB de la circonfé- 
rence doit se confondre avec la partie AHB , sans quoi 
tous les points de l’une ou de l’autre ne seraient pas 
également éloignés du centre O. 

Le même raisonnement prouve aussi que deux cercles 


/ 
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décrits du même rayon sont égaux ; car il en résulte 
que si on place le centre de l’un de ces cercles sur 
celui de l’autre , leurs circonférences doivent se con- 
fondre. 

THÉORÈME. 

98. Si l’on porte un arc quelconque de cercle sur un 
autre arc du même cercle , ou d'un cercle décrit du 
même rayon que le premier, de manière que deux 

'' points quelconques de l’un des arcs tombent sur f autre, 
et que les convexités soient tournées du même côté , 
le plus petit de ces arcs se confondra dans toute sari 
étendue avec le plus ççrand. 

Démonstration. En elTet , si l’on porte l’arc C' 
FIÜ. SJ fig. 54. sur AE , en mettant le point A' sur le point A , 
et que le point C tombe en C , la corde A C cou- 
vrira exactement AC\ et comme les rayons O' A et 
O' C sont égaux aux rayons OA et OC , le point O' se 
trouvera sur le point O (30) ; dès-lors tous les points d« 
l’arc A' C doivent tomber sur ceux de l’arc AC, puisque 
les uns sont autant éloignés du centre Cï que les autres 
le sont du centre O : donc l’arc A' C se confondra avec 
l’arc AC(f). 

99. Corollaire. Il suit de là que , dans le même cercle 
ou dans deux cercles décrits du même rayon , les arcs 
dont les cordes sont égales, sont égaux , nourvu toute- 
fois qu’ils soient de même espèce , c’es*à-dire qu’ils 
soient tous moindres que la demi-circonférence , ou 
tous plus grands. En effet, lorsque les cordes sont 


.(*) La propriêtéüe la circonférence du cercle démontrée cWessiis cjt 
d’iiiuantpluaremarcptahle, qu’elle n’appartient qu’à cette courbeetà 
la ligne droite, etqu’elle rend évidente lasimililude de toutes les partie» 
de la circonférence du cercle, ou l’uniformité de sa courbure. Telle 
est la raison qui m’a engagé à donner à cette proposition un énoncé 
difîerent de celui qu’on trouve dans la plupart de» livre» élémen- 
taires , et qui fait l’objet du corqUaire suivant. 
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' placées Time sur l’autre , comme dans le cas précédent, 
les arcs se couvrent exactement. 

La proposition réciproque est également \Taie ; c’est- 
à-dire que quand les arcs sont égaux ( dans un même 
cercle ou dans des cercles décrits du même rayon ) , le.s 
cordes sont égales; car les arcs étant posés l’un sur 
l’autre, et se couvrant exactement, les extrémités du 
premier se confondent avec celles du second. Ainsi , 
^ Cf étant placé sur AC , de manière que le point A' 
soit sur A, le point Cf soit sur C, les droites AC et A Cf 
se couvrent exactement, et sont égales. 

l'HÉORÈME. 

too. Dans un même cercle ou dans des cercles 
égaux, le plus grand arc a la plus grande corde, et 
réciproquement {pourvu toutefois que les arcs que l’on 
compare soient moindres que la demi-circonférence') . 

Démonstration. i°. L’arc AE étant plus grand que 
l’arc A C , l’angle AOE sera visiblement plus grand que 
l’angle AOC, et par le n° 19 , le côté AE du triangle 
AOE sera plus grànd que le côté AC Au triangle AOC, 
puisque ces triangles ont, chacun à chacun, deux côtés 
égaux. 

a°. La corde AE étant jplus grande que la corde AC , 
l’angle AOE sera plus grand que l’angle AOC ; l’arc 
AE surpassera donc l’arc AC. 

PROBLÈME. 

101. Deux arcs du même cercle ou de cercles égaux 
étant donnés , trouver le rapport de leurs longueurs. 

Solution. Il est évident que la question proposée se 
résoudrait comme celle du n° 5 , si l’on pouvait 
porter les arcs de cercle l’un sur l’autre , comme ou 
le fait à l’égard des droites; mais une pareille super- 
position ne pouvant avoir lieu dans la pratique, on y 
suppleepar celle des cordes qui , lorsqu’elles sont égales. 
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correspondent à des arcs égaux. La corde de l'arc CD i 
FIG. 55^ pourra être portée deux fois sur l’arc AB, de 

A en E, et l’arc AE déterminé ainsi , sera composé de 
deux parties ..Sfd et , égales chacune à C£> 5 on aura 

donc 

AB— a CD + EB. 

On prendra la corde du reste EB , pour la porter sur 
l’arc CD , de C en F, ce qui s'elFectuera une fois , et 
laissera pour reste l’arc FD ; d’où il suit 

CD = EB -{■ FD I 

enfin la corde du second reste FD pouvant se porter 
quatre fois sur le premier EB , on aura 

EB=: 4 FD. 

En remontant de cette dernière valeur à celle des arcs 
précédens, on obtiendra 

EBz= 4 FD, CDzzzSFD, AB=i 4 FD\ 

l’arc FD , commune mesure des arcs AB et CD , étant 
contenu 14 fois dans l’un et 5 fois dans l’autre , on en 
conclura que les arcs proposés sont entre eux comnm 
les nombres i 4 et 5 . 

L’opération se termine ici , comme pour le cas des 
lignes droites, lorsqu’on trouve un reste qui contient 
exactement le précédent , ou qui est tel , que le reste 
suivant échappe aux sens par sa petitesse (♦). 

102. Remarque. Si l’on conçoit qu’une droite AB, 
FIG. 50. fi^. 56 , qui coupe le cercle en deux points A et B , 
tourne autour d’un de ces points, de par exemple, 
et qu’en tendant à sortir du cercle , elle prenne des po- 
sitions telles qiie AB! , on voit que les points d’intersec- 
tion de la droite et du cercle se rapprochent sans cesse. 


('*) Cette nianière de dffterminer le rapport de dente arcs de cercla 
le trouve dans les Mémoires de l’Academie des Scieoces, année 
page i5o. 

et 
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et qu’enfin il y a une dernière position AC dans laquelle 
ces deux points étant réunb en un seul , IS droite n'a 
plus qu’un point de commun avec le cercle , ou ne fait 
que le toucher. Dans cette position , la droite AC tA 
tangente au cercle. 

THÉORÈME. 

103. La perpendiculaire menée par un point de la 

eirconférence du cercle , sur le rayon qui passe par ce , 
point J est tangente au cercle ; et réciproquement la . 
tangente à un point quelconque de la cifcor^érence , 
est perpendiculaire à l’extrémité du rayon mené parc».^ 
point. , . 

Démonstration, hi ligné AB ,Jig. Sy , perpendicu- £,*jq 
laire sur le rayon AO , &\x point A, a tous ses autres 
points plus éloignés du centre O, que ne l’est le point A, 
puisque toutes les droites menées d’un côté ou de l’autre, 
comme OB et OC , sont des' obliques nécessairement 
plus longues que AO (aS). Les points C et B sont pat 
conséquent hors du cercle, et la ligne AB, n’ayant qu’un 
•eul point A de commun avec la circonférence DA, 
est tangente. 

*11 est aussi facile de voir que la tangente au point A , 
ne peut être que la droite AB perpendiculaire sur AO\ 
car cette tangente n’ayant de commun avec la circonfé- 
rence que le point de contact A, et tous ses autres points 
étant plus éloignés du centre que celui-ci, il s’ensuit 
que le rayon AO est la plus courte ligne qu’on puisse 
mener du centre sur la tangente , et que par conséquent 
il est perpendiculaire sur cette tangente. 

104 . Corollaire. Il suit de là que l’on mène une tan- 
gente à un point donné A àe la. circonférence d’un 
cercle DAE , en élevant une perpendiculaire AB à l’ex- 
trémité du rayon qui passe par ce’ point. 

Géométrie. 8' édition. E 
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THÉOBÈME. * 

FIG. 58. ic5. Toute droite CD, Bg. 58, élevée perpendicu-- 
Utirement sur le milieu d’une corde AB , passe par le 
centre O du cercle et par le milieu C de tare soutendu 
par cette corde. , 

■ Démonstration. Puisque CD est , par l’hypothèse , 
perpendiculaire sur le milieu de , elle doit passer 
par tous les points également éloignés des points^ et B-, 
et le centre O est un de ces points , car il est à égale 
distance des extrémités A et B qui sont sur la circon- 
férence ACB. Le point C , où la perpendiculaire CD 
rencontre la circonférence , étant également éloigné des 
extrémités A et B de l’arc ACB , les cordes AC et BC 
seront nécessairement égales ; les arcs soutendus par ces 
cordes , seront donc égaux (^ 9 ) ; le point C sera donc 
le milieu de l’arc ACB\ donc la droite CD passera par 
le centre O , et par le milieu de l’arc soutendu par la 
corde AB. • 

106 . Corollaire. i“. Puisque deux points stffBsent 
pour déterminer la position d’une, droite (3) , et que le 
milieu d'une corde , le centre du cercle et le milieu de 
l’arc soutendu par la corde sont toujours sur la même 
droite , il s’ensuit que lorsqu’on sait qu’une droite deflj- 
née passe par deux de ces points , on en doit conclure 
qu’elle passe nécessairement par le troisième. 

a°. Comme on ne peut abaisser d’un point donné , sur 
une droite , qu’une seule perpendiculaire (3a) , il est 
encore évident , par ce qui précède , que toute perpen- 
diculaire abaissée du centre ou du milieu de l’arc , sur 
la corde , tombera sur le milieu de cette droite. 

J C 71 a' Corollaire. Il suit eoco» du théorème pré- 
cédent, que pour diviser un arc en deux parties égales, 
il suflit d’élever une perpendiculaire sur le milieu de 
la corde qui soutend cet arc , puisque cette perpendi- 
culaire passera par le milieu de l’arc proposé. 
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THÉORÈME. * 

108. Les arcs inlercepUs , dans nn même cercle. , 
entre -deux cordes’ parallèles , ou entre une tangente et 
une corde parallèles , sont égaux. 

Démonstration. Si les cordes BC , DE , et la tan- 
gente FG.yîg'. 69 , sont respectivement parallèles , et Hp- ^ 
que l’on joigne le centre O et le point de contact A 
par un rayon , ce rayon étant perpendicnlaire sur la 
tangente EG (io 3 ) , le sera aussi .«ur les cordes BC et 
DE ( 4 a); il divisera en deux parties' égales les aros • 

BAC et DAE ; et par conséquent si des arcs AB et ^ 

AC , comi^ moitiés de l’arc BAC , on reti an- 

che les arcs AD et AE , égaux comme moitiés de l’arc 
• DAE , les restes BD él EC seront égaux , ce qui est la 
première partie de l’énoncé du .théorème ; l’égalité des 
arcs AB et AC prouve la seconde. 

THÉORÈME. 

lOq. Si des sommets O et (X de deux angles AOC 
et A'O'C' , fig. Go , on décrit deux arcs de cercle du FIC. 60. 
même rayon , le rapport des arcs compris entre les côtés 
de chaque ■angle , sera le même que celui de ces angles. 

» Démonstration. Si les , arcs AC et A' C , ont unp 
commune mesure , AB = A' , en portant celte 
commune mesure sur chacun autant de fois qu’elle , 
y est contenue , on les divisera tous deux en parties 
égales-, et si l’on- joint les dilFérens points de division 
avec le sommet de l’angle correspondant, par des droite.s ^ 

< comme OB et C^B' , on partagera les angles .i^OC et ^ 

A' O' Cf en autant de parties égales que les arcs AC et 
A'C en contiennent. 

En effet , les cordes AB et Af B' étant égales , - Ies 
triangles AOB_ et A' Cf B' seront égaux , comme ayant 
tous leurs côtés égaux chacun à chacun (20) , puisque 
d’ailleurs les droites OA , OB , O' A' et O' B ' , sont 

£ a 
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égales comme rayons de cercles égaux : l’angle AO B 
sera donc égal à l’angle A' O' B' . Cela posé , les angles 
AOC et A'O'C comprenant chacun autant d’angles 
égaux à AOB , que les arcs AC A' C contiennent 

de parties égales à AB, seront évidemment dans le même 
rapport que ces arcs , et auront pour commune mesura 
l’angle AOB. 

Le raisonnement précédent exige que les arcs AC 
çt A'C soient coramensurables entre eux i mais la pro- 
position aurait également lieu , quand même ils seraient 

# incommensurables -, car on ne peut supposer qpe les 
i'IG. f I. angles AOC et A'O'C , Jig. 6i , soient dans un rap- 
port plus grand ou plus petit que c^i de arcs. 

Si, par exemple, au lieifc d’avoir cette proportion: 

AOC .A'O'C :: AC: A' C, 

on avait la suivante : 

AOC : A'O’C :-. AC: A' d, 

f l’arc A' d étant plus grand que A' C , et qu’on divisât 
l’arc AC en parties égales assez petites pour qu’étant 
portées sur l’arc A' C , un des points de division e tom- 
bât entre <7 et d, on aurait entre les angles AOC , 
A' O' e, et les arcs AC A' e , respectivement com- 

tnensurables , cette proportioh : ' 

AOC:AO'e::AC:A'e, 

dont les antécédens sont les mêmes que ceux de la pré- 
cédente ; ce qui donnerait par conséquent 

• A'O'C :A'0'e : :A'd:A'e, 

• * résultat absurde, pmsqat A'O'C <^A'C/e, et que 

A'd>A'e. 

Si l’on prenait l’arc A'df moindre que yi'C', on n’au- 
rait pas non plus ^ 

AOC: A'O'C:: AC:A'd'-, 


\ 
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car pour le point de division d , on aurait" 

AOC-. A'O'e' \:AC:A'e'-, 
d’où il s’ensuivrait, comme ci-dessus , . 

A'O'C :A' 0 'e::A'd' :A'e', 
proportion encore absurde , puisque' . 

A' 0 'C> A'O'e' , A'd'C^A'e'. , 

■■ Il est évident que la réciproque de cette proposition 
n’a pas besoin d’une démonstration particulière.; car le 
rapport des arcs ne peut être égal à celui ides- angles , 
sans que ce dernier ne soit égal à celui des arcs ('*' ); ” 

110. i'' Corollaire. Le rapport des arcs i^C efA'O 
étant le même que celui des angles AOC etA'O'Gy il 
en résulte que ces arcs sont la mesure naturelle 'des 
angles ; et d’après ces notions , on dit que la mesuré ' 
d’un angle est l’arc de cercle compris entre ses 
côtés , et décrit de son somrnet 'comme cenj.re. Cetté 
expression paraît d’abord obscure; car on ne peut ilie- 
surer des grandeurs quelconques qtie par d’autres gran- 
deurs de la même espèce. L’arc de cercle étant une 
ligne , est hétérogène avec l’angle , qui est une sur- 
face (7) ; mais il faut observer qu’on sous-entend ici 
l’arc pris pour unité , et l’angle qui correspond à cet 
arc , et que l’énoncé ci-dessus revient à celui-ci : Tout 
angle contient autant de fois un, certain angle arbi- 

(*), Je crois devoir faire «Server que cette proposition ^ qu’on sa 
contentait presque d’cnonccr dans les Elemehs adoptés en France 
avant 1794» acte démontrée à peu près comme ci-dessus dès 
dansceuz de Karsten , et IVtaitpeiH-étre aussi dans déplus ancien» 
ouvrages. Le moyen d’ailleurs s’oiFre de lui-méme par nue forme do* 
raisonnement employée par Euclidcj pour un semblable passage 
du commensurable à Pincoiymcnsurable^ et comme je Tai dit 
AtUeurt ( Essi^is sur P Enseignement ), lorsqu’on se borne aux j^ro> 
positions vraiment nécessaires des Elémens de Géométrié, il ne 
reste plus qu’i) s’occixp^r de l’arrangement qui les lie le mieux les» 
unes aux autres ^ les rend plus évidentes et plus faciles h tcienic^ 

K 3 
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traire , pris pour unité ou pour terme de comparaison , 
que l’arc compris entre ses câtés , et décrit de son som- 
met comme centre, contient l’arc du. même cercle, com- 
pris' entre les cotes de ce second angle , et décrit de son 
sommet comme centre. 

On voit par là que le* arc* de cercle ne sont intro- 
duits que pour servir de ternies de comparaison, et que 
■ ^ pour trouver le rapport numérique de deux angles 
quelconques , il faudra chercher , par le procédé du 
n° 101 , celui de deux arcs décrits de leurs sommets , 
comme centres , avec un rayon arbitraire , mais le même 
pour tons deux. ^ 

L’angle qui parait le plus propre à servir d’unité , est 
l'angle droit. Cet angle comprend évidemment , entre 
ses côtés, le quait de la circonférence ; car si du point O 
FIG. 8ï. comme centre, 6a , on décrit une circonférence , 
la droite AB en sontendra la moitié (97); les deux 
angles droits COB , CO A , étant égaux , comprendront 
^ chacun là moitié de cette moitié ( 0“ précéd. ) , c’est- 
à-dire le quart de la, circonférence entière. On aura 
donc la mesure d’un angle en comparant l’arc comprit 
entre ses côtés, avec celui qu’intercepte , sur la même 
circonférence , l’angle droit ayant son sommet au 
centre. • , 

111. 2* Corollaire. Il süit encore du théorème pré- 
cédent , que les droites qui divisent un arc en plusieurs 
parties égales , divisent aussi , dans un même nombre 
de parties égales, l’angle que mesure cet arc, et que 
par conséquent la division d’un angle se réduit à celle 
lie l’arc qui lui sert de mesure. Malheureusement la 
‘géométrie élémentaire he fournit que le moyen de di- 
. viser un arc en deux parties égales. __ 

Ce moyen consiste (107) à élever une perpendiculaire 
i'IG 58 . 58 , sur le milieu de la corde AB\ et cette per- 

pendiculaire divisera aussi l’angle AOB en deux partie» 

i 
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égales. On peut d’ailleurs se conyaincre à priori deVéga- 
litédes angles AOD et BOD , par celle des trianglesde 
même dénomination. 

On pourra, par le même moyen , diviser de nouveau 
chaque moitié de l’arc oudel’angle y^O/?,‘endenx 
parties égales , et pousser ainsi la division suivant le» 
nombres a , 4 , 8 , 16 , 3 a , 64, etc. •, mais il ne sera pas 
possible de partager cet arc, ou cet angle , en 3 , 5 , etc. 

' parties égales. , 

, . rn i!it 

THÉORÈME. ^ ,, 

lia. Lorsqu’un angle a son sommet placé sur la 
circonférence d'un cercle , il a pour mesure la moitié 
de Barc compris entre ses câtés. 

Démons^ation. i“. Je suppose que l’angle proposé 
soit BAC , dont l’un dés côtés AC passe par 
le centre O du cercle, Jîg. G 3 . Si parce point on KKJ. 8Î. 
mène le diamètre DE parallèle à AB , on fera l’angle 
DOC égal à BAC , comme coirespondant par rapport ^ 
à la sécante AC , et ayant pour mesure l’arc DC , 
compris entre ses côtés, et décrit de son sommet comme 
centre. Ainsi l’arc DC serait la mesure de l’angle 
BAC , si le sommet A de ce dernier était transporté 
en O ; mais l’arc DiC est d’abord égal à l’arc AE , 
puisque celui-ci mesure l’angle AOE , o^qsé par la 
sommet à DOC f et qui lui est par conséquent égal ; 
puis les arcs AE et BD étant égaux comme compris 
entre des cordes parallèles (108), il s’ensuit que l’arc 
DC est aussi égal à BD ; donc l'arc BC ^ composé de 
DD et de DC , contient deux fois l’arc DC\ donc il est 
le double de la mesure de l’angle BAC. 

a”. Soit maintenant l’angle BAG , comprenait le 
centre entre ses côtés. Cet angle étant composé des 
angles BAC , CAG , aura pour mesuic la somme des 
arcs qui mesurent ces derniers ; mais comme ils ont 
chacun un côté qui passe par le centre , leurs meinre» 

■ E4 
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respectives seront la moitié de BC et la moiJçV^- de CG , 
arcs dont la somnie^ compose la moitié, ^e l’ârc^G, égal 
à B C CG : l’angle ByiG aura donc.pour mesure la 

moitié de l’arc BG poujpris entre ses çptés. . . ,, 

3“. L’angle FAB^ t^và ne comprend point Je centre 
entre ses côtés , pouvant être considéré comme la dif- 
. ference des angle? FAC , BAC , aura 'pour mesure la 
dilFérence desjmcs.quî mesurent ces derniers ; mais 
comme leur côté commun AC , passe par le centre , 
leurs mesures respectives sont les moitiés de FC et de 
BC\et la différence de ces mesures composant la moitié 
de l’arc FB , égala f’C— BC , l’angle aura, donc , 
pour mesure la moitié de l’arc compris entre ses côtés. 

4°- L’angle foriqé par ime tangente et par une corde , 
a aussi pour mesure la moitié de l’arc compris entre ses 
côtés; caf l’angle CAff ^ formé par la tangente et 
le diamètre y^GquUüiestperpendiculairé, étant droit, 
a pour mesure la moitié de la demi-circonfétence ABC 
(iiojî si’on ajoute à cet àngle , l’anglé ‘t’y/G”, forrné 
^ par deuk cordes , et ayant pour mesure la moitié de 
l’arc CG [ l’angle total Gy^fTaurapour mesurèla moitié 
de CG', plus celle dé ABC , ce qui fait la moitié de 
l’arc total ABG , compris entre ses côtés; et si on re- 
tranche du niêmé angle droit' Cy^/f, l’angle FAC, me- 
suré par la moitié de l’ar<5 /^C,'la différence'' Fy^// de 
ces angles sera mesurée par celle des moitiés de ABC 
et de FC , ce qui revient à la moitié de AF. 

1 13. 1 *' Corollaire. V F AI , formé parla corda 

AF- et par le prolongement AI de la corde AG , a pour 
mesure la moitié de la somme des arcs AF et AG 
soutendus par ces cordes, en dehors de l’angle quelles 
forment. *, 

En effet, l’angle FAI , égal à deux droits moins 
l’angle FAG (i i) , aura pour mesure la différence qu’il 
y a entre la demi-circonférence et la moitié de l’arc 
FG , qui mesure l’angle FAG ; mais cette différence 
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est égale à la moitié de celle de la circonférence enttti'a 
et de l’arc FG ldi-même , ce qui revient évidemment 
*à la moitié de la somme des arcs AF et AG. ‘ ■ 

1 14- a' Corollaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent , i“. que t(Sis les angles qui , comme EGF, 

EIF , KEF ,fig. 64 > ont leur sommet placé. à la cir- fUJ. Ci- 
conférence , et s’appuient sur le meme arc , sont égaux , 
puisqu’ils ont pour mesure la moitié du même aie E AF, 
compris entre leurs côtés. J 

a°. Que Tangle BAC ,dont]c sommet e.st sur la cir- 
conférence , et dont lés côtés AB et^C pas.sentparles 
extrémités d’un diamètre BC , est droit, puisqu’il a 
pour mesure la moitié de la derni-circonférénee BGC, 
comprise entre ses côtés , ou le quart de la circonfé- 

* rencë entière ( 1 10 ). ■ ~ 

i;:r >■— . 

THÉORÈME. 

"■ ,ïi5. jL'ang/eBACjfig. 65, dont te shmmet est placé ITG. 65. 

■ dans le cercle , entre lè centre et la circonférence , a pour 
mesure la moitié de l'arc BC, compris entre ses cotés, ^ 

plus la moitié de C arc ED compris entre leurs prolon- 
gemens. ' ' ^ 

Démonstration. Si par le point D , on mène la corde 
DF parallèle à l’un des côtés AC de l’angle proposé , 

' on formera l’angle BDF égal à l’angle' , comme 
correspondant par rapport à la sécante BD , et ayant _ 

'pour mesure la moitié dé l’arc BCF compris entre ses 
côtés , puisque son sommet est placé sur la circonfé— 
rence(i i 3 );maislesafcs£Det FC étant égaux, comnie 
compris entre des cordes parallèles'(io 8 ) , il s’ensuit 
que l’arc BF, égal à BC + FC , sera aussi égal à B'C 
ED ; et puisque sa moitié mesure l’angle BDF , et 
par conséquent son égal BAC , ce dernier aura aussi 
pour mesure la moitié de la somme des arcs FC et ED, 
somme équivalente à l’aro DF ', ce qui est l’énoncé du 
théorème. •. 
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THÉORÈME. 

W ^ 

FIü. 66 . 1 1 C. L’angle BAC , fig. G 6 , dont le sommet eH 

placé hors du cercle , a pour mesuré la moitié de la 
différence des arcs BC 'et DE compris entre ses côtés ; 
arcs dont l’un tourne sa concavité vers le sommet, et 
l’autre sa convexité. 

Démonstration. En tirant , comme ci-dessus, par le 
point D , la droite DF , parallèle au côté AC , on for- 
mera l’angle BDF égal à B A C, comme correspondant 
par rapport à la sécante BD , et ayant pour mesure la 
moitié de l’arc B F compris entre ses côtés ( iia); 
mais les arcs ED et FC étant égaux , comme compris 
entre des cordes parallèles (io 8 ) , il s’ensuit que l’arc 
B F, égala BC — FC , sera aussi égal à BC — ED ; 
et puisque sa moitié mesure l’angle BDF , et par_ con- 
séquent son égal BAC , ce dernier aura aussi pour mesure 
la nioitiéde la différence desarcs BCet ED , différence 
équivalente à l’arc B F-, ce qui est l’énoncé du théorème. 

► 

PROBLÈME. 

ny. Elever une perpendiculaire à l’extrémité A 

riG. fij. ^une ligne droite AB, fig. 64, sans la prolonger 
comme t exigerait le procédé du n" 3o. 

Solution. On prendra hors de la ligne AB un point 
, quelconque O, duquel, comme centre , et avec un rayon 
■ égal à AO, on décrira une circonférence de cercle 
BAH\ parle point B, où elle rencontrera la droite 
et le centre O, on tirera le diamètre BOC , qui déter- 
minera sur la circonférence un point C : la droite AC, 
qui joint ce point et l’extrémité A de la droite AB , 
sera la perpendiculaire demandée , puisque l’angle B A C 
sera droit (ii 4 )* 

PROBLÈME. 

FIG. 67 . n 8 . D’un point donné A , hors d'un cercle, fig. 67 , 

mener une tangente d ce cercle. 
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Solution. On joindra arec le point yi , le point O , 
centre du cercle donné , et on décrira mr AO , comme 
diamètre , une circonférence de cercle qui rencontrera 
le cercle BDB' en deux points , B ttB' ; les droites B A 
ttB' A , qui joindront ces points avec le point donné A , 
seront tangentes au cercle BDB' . 

En effet , si on tire dans ce cercle les rayons 50 et 
B'O , qui, dans le cercle B B' A, seront des cordes, 
les angles OBA et OB' A seront droits , puisque leur 
sommet est sur la circonférence de ce dernier , et que 
leurs côtés passent par les extrémités de l’un de ses 
diamètres (i i4) ; donc les droites AB et AB' seront 
tangentes au cercle 505' (io3). * 

PROBLK.MK. 

1 1 9 . Par trois points A , B , C , fig. G 8 , qui ne sont FIG. 6 R 
pas en ligne droite , faire passer une circonférence de 
cercle. ' 

Solution. Si l’oil joint les troi^ points A, B, C, par ^ 
deux lignes droites , AB et BC, ces droites seront 
des cordes du cercle qui passe par les points proposés. 

Elevant sur le milieu'de AB la perpendiculaire DE, 
et sur le milieu de BC la perpendiculaire FG , le 
centre O , qui doit être en même temps sur l’une et sur 
l’autre de ces perpendiculaires (io5), ne pourra se 
trouver que dans leur intersection , qui aura nécessaire- 
.ment lieu (^ 7 ). 

120 . i" Corollaire. La construction précédente ne 
donne qu’un seul point pour centre et qu’un seul 
rayon , puisque les droites AO et OC étant égales à 
O B , comme obliques qui s’écartent également des per- 
pendiculaires OD et OF, seront égales entre elles ; il . 
est donc évident qu’il n y a qu’un seul cercle qui puisse 

en effet passer par les trois points A, B , C. 

La question devient insoluble lorsque les trois points 
A, B, C, sont sur la même ligne droite , parce que les 
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perpendicniaires DE et GF sont parallèles ( 3 g) , et ne 
se rencontrant plus, n’indiquent plus aucun centre ; et 
en effet, aucun cercle ne peut passer par les points pro- 
posés , puisque s’il en passait un , ce cerclé aurSfit trof» 
points communs avec une droite , ce qui serait con- 
traire à ce qui a été prouvé dans le n° g4- ' 

121. 2® Caraüavre- Il suit encore de la même pro- 
position , que deux cercles ne peuvent .avoir trois points 
communs sans se confondre ; car si l’on fait sur ces trois 
points la construction indiquée dans le Problème, ci-des- 
sus , on trouvera que les cercles proposés doivent avoir le 

^ même rayon et leurs centres placés dans le n^ême point. 

C’est pour cette raison que deux cercles ne peuvent 
se rencontrer en plus de deux points. 

THÉORÈME. 

1 22. Deux cercles qui passent par un même point 
de la droite qui joint leurs centres, nont que ce point 

0 de commun , dans lequel ils se touchent par consé^ 

quent; et réciproquement , si deux cercles se touchent , 
leurs centres et le point de contact sont en ligne droite. 

. Démonstration. i“. Si les centre» O et : 0 ' des cercles 
riG. 6 ÿ. AC et AC, Jig. 69 , sont situés tous deux du même 
côté du point A , commun à ces deux cercles, sur la 
■ droite OO', et qu’on, prenne un point quelconque AF 
sur celui des deux qui a le plus grand rayon , en joignant, 
ce point avec les cçntres O et O' ,. on formera tm trian- 
gle O' 0 >/', 'dans lequel on aura toujours 

06 ' + OM' ou OO' -H OAi' > O' A-, 

■mais puisque O' A =: OO' -f- OA ', on en conclura 

oo'+oAf>oo'+'ok, 

et par conséquent OM'j>OA : le point AI' sera donc 1 
dans tous les cas bors du cercle O. , . 1 

2°. Si les centres «ont de différens côtés du point A, 
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en O et , O", par exemple, le triangle 03f* O* donnant 
OM"-\- 0"M" > OA O" A , on en conclura 

OM">OA, 

puisque O" A — 0“M“ ; et par conséquent le point M* 
sera hors du cercle AC. 

' La proposition inverse, comprise dans l’énoncé, se 
démontre en observant, 1 °. que si les deux cercles AC 
et ACf , n’ont que le point A de commun , et que leurs 
centres, au lieu d’étre sur la droite OA, soient sur toute 
autre droite O' M' , en sorte que le centre du petit cercle 
se trouve eh o , on, aura 

O'o -f- > a A ou > 0'M'\ 

retranchant de part et d’autre , il restera 
^ O A > oM ' , 

ce qui est absurde , puisque oA étant supposé rayon du 
petit cercle AC, est égal à om, nécessairement moindra 
que oM'. 1 , * 

2 °. Que si les deux cercles se touchent extérieure- 
ment, comme AC et AC“ , il est évident que la plus 
courte ligne que l’on puisse mener du centre de l’un à 
celui de l’autre , est égSile à la somme des rayons , 
et que cette plus courte ligne passe par le point de 
contact , puisque si l’on joignait le point M“ à cbacom 
des centres , la somme des droites OM", 0"M", serait 
plus grande que celle des rayons ; mais la plus courte 
ligne que l’on puisse mener par deux points étant droite, 
la ligne O AO" sera donc une droite. 

ia3. Remarques. J’ai déjà indiqué dans le n® 22 , 
les conditions qui doivent avoir lieu pour que deux 
cercles se coupent ; elles sont vérifiées de nouveau par 
le théorème précédent ; car on voit bien évidemment 
que les cercles AC et AO cesseraient de se tou- 
cher, et à plus forte raison ne se couperaient pas, si la 
distance des centres, OO', était moindre que la dif- 
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férence des rayons, et que si la distance OO" surpassait 
la somme des rayons des cercles AC et AC , ceux-ci 
ne se toucheraient pas non plus. 

Puisque les cercles AC, AC , AC , ont leur centre et 
leur point de contact A sur la même ligne droite , la per- 
pendiculaire AB, tlevée sur cette ligne, parle point A, 
les touche tous à-la-fois ,( io 3 ). 

De plus il est visible que quoiqu’on ne puisse mener 
aucune droite entre le cercle AC et sa tangente AB , 
on peut néanmoins y faire passer une infinité de cercles 
dilTérens (■*'). 

. ' PROBLÈME. 

1 34. Déctire un cercle qui louche en unpointdonné A, 
fig. 70, une droite AB ^nnée de position, et qui passe 
par un second point donné C. « 

Solution. On élevera sur AB , par le point A, la per- 
pendiculaire ACy, puis joignant les points A et C, on 
éleverg aussi sur le milieu de la perpendiculaire 
Z> 0 ' ; le point O', commune section de ces deux per- 
pendiculaires, sera le centre du cercle demandé. 

En effet , le Centre de ce cercle doit se trouver sur la 
droite A C perpendiculaire àia tangente AB , etpassant 
par le point A , où doit avoir lieu le contact du cercle et 


(*) C'est \h ce qu'il faut entendre dans cetceproposition, soutenue 
par plusieurs geomètres, que Tauglc de contingence CAB y formé 
entre le cercle et la tangente, est moindre que tout angle rectiligne , oa 
forme par deux droites , quelque petit que soit ce dernier. La dia> 
cussion ouverte li cet égard n'est venue que de ce qu'on nç s'en^ 
tendait pas sur le sens qu'on attachait dans ce cas au mot angle. 
Ceux qui voulaient y appliquer la notion tirée <les lignes droites» 
voyant dans Pançle de contingence uu espace indéüni CAB y com- 
pris entre le cercle AC et sa tangente , ne pouvaient, avec raisoi^ 
le regarder comme moindre que coût angle rectiligne, puisqu'on 
peut évidemment tirer par le point A une droite qui passe entreles 
points C et B. Mais toute cette dispute , qui ne roulait que sur les 
mots , tomba dans Poubli dès qu'oo s'apperçut qu'elle u'intéressaic 
en rien les principes. 
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de la droite AB (io3) ; il doit être pareillement sur DO' , 
puisque cette ligne est perpendiculaire sur le milieu 
de la droite AC, qui, ioignant deux points A et Cdu 
cercle demandé , est une corde ( 1 o5) : donc il est au 
point O' , où ces deux perpendiculaires se rencontrent. 

PROBLÈME. 

I a5. Décrire un cercle qui touche en un point donné A 
Un autre cercle donné AE, et qifi passe par un second 
point donné G. 

Solution. On joindra , comme dans le problème pré- 
cédent, les points ./f et C , et la perpendiculaire DO' éle- 
vée sur le milieu de la corde AC, passera par le centre 
du cercle demandé ', on tirera ensuite par le centre O 
du cercle donné et par le point A , une droije qui devra 
contenir aussi le centre du cercle demandé (laa); le 
point O', où cette droite prolongée , s’il est nécessaire , 
rencontrera la droite DO', sera donc, dans ce casj le 
centre du cercle demandé. 

La construction ne changerait pas si le point donné C 
passait en C , dans l’intérieur du cercle donné AE-, seu- 
lement le cercle demandé serait enveloppé par celui-ci. 

PROBLÈME. 

ia6. Décrire sur une lign^Aon^g^e EF, Eg. 54, un FI6. 64. 
cereU tel que tous les angleWayar^leur sommet à sa 
circonférence; placés du même c9té de cette droite , 
et s'appuyant sur ses extrémités , soient égaux à un ’ 
angle donné. 

Solution. On mènera par le point E la droite KM , 
faisant avec EF, un angle KEF , égal à l’angle donné, 
et dont l’onVeiture soit tournée du même côté que 
celle des angles demandés ; il ne s’agira plus que de 
construire, par le problème du n° 124, un cercle qui 
passe par le point F, et qui touche en E la droite KM. 

II estévident, paTlen” ii4, que tous les angles FGF, 
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EHF, EJ F, ayant même mesure que l'angle KEF, *** 
l'ont cgEux à l'angle donné. 

N. B. Oiy énonce aussi ce problème comme il suit : 
Décrire sur une ligne droite EF, un serment (ou uns 
portion) de cercle EHFE , capable d’un angle donné. 

THÉORÈME. 

137. Deux sécantes qui partent d’un même point E 
'■pris hors du cercle, fig. 71 , étant prolongées jusqu’à 
la partie de la circonférence là plus éloignée de ce 
point, sont réciproquement proportionnelles à leurs par- 
ties extérieures; c'est-à-dire , que C on a la proportion 

AE : DE ::’CE : be, ' 

dans laquelle une des sécantes et sa partie extérieure 
forment les moyens , tandis que l'autre sécante et sa 
partie extérieure forment les extrêmes. 

Démonstration. En tirant les cordes AC et DB , on 
forme les triangles AEC et BED , qui sont sembla- 
bles comme ayant, chacun à chacun, deux. angles 
égaux ( 65 ), savoir ; l’angle ACD et l’angle ABD, dont 
le sommet est à la circonférence , et qui s’appuient sur 
le même arc AD (ii 4 )> puis l’angle AED, qui leur 
est commun. Comparant leurs côtés homologues, on 
obtiendra la propo’rtion 

aII^: dP: ■. CE : BE , 
qui fait le sujet de la proposition. 

128. Remarqué. Si l’on conçoit que la sécant» 
tourne autour du point E en s’avançant vers F , pour 
se dégager du cercle , les points C et D se rappro- 
cheront sans cesse , et la dilFérence entre la sécante et 
■ sa partie extérieure deviendra de plus en plus petite ; la 
proportion ci-dessus ne cessant point pour cela d’être 
vraie , il est naturel d’en conclure qu’elle aura beu 
lorsque cette différence sera nulle , c’est-à-dire, lorsque 
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la ligne CE étant devenue la tangente EF , la parti* 
extérieure sera devenue égale à la ligne entière. On aura ’ 
dans ce cas 

AE -.EF : -.EF : BE , 

proportion qui nous apprend que I9 tangente EF est 
moyenne proportionnelle entre la sécante BE et sa 
partie extérieure AE. Cette proposition peut aussi se 
démontrer à priori , comme il suit : 

Ayant tiré les cordes AF et BF, Jifr. 7a , on a les FIG 
triangles AEF et BEF', dans lesquels l’angle E est 
commun, et les angles et EF A, sont égaux, comme 

ayant leur sommet sur la circonférence et s’appuyant 
sur le même arc AF - la comparaison de leurs câtéshe- 
mologues donnera 

AE . EF '. '. EF : BE. 

THÉORÈME. 

lag. Deux cordes AB et CD, Eg. jZ, qui se rtn- FIG 
contrent dans un cercle , se coupent en parties récipro~ 
quement proportionnelles ; c’est-à-dire {}u’on a 

AE : DE ;; CE : BE. 

proportion dans laquelle les parties d'une corde for- 
ment les extrêmes , tandis que celles de l’autre for- 
ment les moyens. 

Démonstration. En tirant les cordes AC et DB , oa 
forme les triangles AEC et BED, qui sont semblablee 
comme ayant deux angles égaux chacun à chacun ( 65 ), 
savoir : l’angle ACD et l’angle ABD , dont le sommet 
est placé à la circonférence , et qui s’appuient sur 1» 
même arc AD (1 1 4 ), puis l’angle .<i£C et l’angle ÆÆZ>, • 
opposés par le sommet. Comparant leurs côtés homo- • 
logues , on aura la proportion 

AE'.DE CE,: SE, 

qui fait le sujet de la proposition. 

Géométrie. 8* édition. P 
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Observation. Il est facile de reconnaître que ce 
•théor'è|ne et celui du n“ 127 ne sont que deux cas 
particuliers d'une même proposition , que l'on peut 
énoncer ainsi : 

Lorsque deux droites qui se coupejil , rencontrent en 
même temps une circonférence de cercle, chacune en 
deux points , les distances de leur point de rencontre , à 
chacun de ceux où elles coupent la circonférence du 
cercle , sont réciproquement proportionnelles. 

1 3 0. Corollaire. Si la corde v/Æpassaitpar le centre, 
ou devenait un diamètre , et que la corde CD lui fut 

FIG. 74. perpendiculaire , fig. 74 , cette dernière^ serait coupée 
en deux parties égales ( 1 oG ) , et la proportion 

^AE -.DE-.. CE: BE 

deviendrait 

AE:CE:: CE :'BE , 

puisque DE = CE ; la droite CE serait donc moyenne 
proportionnelle entre les parties AE et BE du dia- 
mètre AB. 

Il suit de là que pour trouver une moyenne propor - 
tionnelle entre deux droites données M et N, il faut le» 
porter à la suite l’une de l’autre , àe A en £ , et de £ 
en B , puis décrire sur leur somme AB , comme dia- 
mètre , un cercle , et élever au point £ , où elles se 
joignent, la perpendiculaire EC , qui sera la moyenne 
‘ proportionnelle demandée. 

1 3 1. Remarque. La proposition qui fait le sujet du 
corollaire précédent, résulte immédiatement de la pro- 
priété du triangle rectangle démontrée dans le u® 74 ; 
car si on mène le» cordes AC et CB , l’angle ACB 
étant droit ( 1 14 ) on aura par le numéro cité, 

* ■ - AE : CE : : CE : BE. 

Le même numéro donne encore cette proportion : 
AE : AC: : AC: AB, 
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tîe lamelle il résulte que la corde menée par l’extrémité 
d’un diamètre, est moyenne proportionnelle entre la 
diamètre et le segment formé par la perpendiculaire 
abaissée de l’autre extrémité de cette corde. 

Par là on peut aussi trouver une moyenne propor- 
tionnelle entre deux droites données , en prenant la 
plus grande pour te diamètre AB , portant la seconde 
de en E, élevant la perpendiculaire EC , et tirant 
la corde AC, qui sera , d’après ce qui précède , la 
moyenne proportionnelle demandée. 

PROBLÈME. 

i3a. Partager une ligne AB, Eg. y5, en moyenne fiq. jj. 
et extrême raison, c’est-à-dire, de manière qu’on ait 
la proportion 

AC^BC ::BC: AB, 

dans laquf^le BC , la plus grande des deux parties de 
la ligne AB, est moyenne proportionnelle entre cette 
ligne et l'autre partie AC. 

Solution. 11 faut élever à l’une des extrémités de- la 
droite- AB , la perpendiculaire AE , égale à la moitié 
de cette droite ; tirer BE -, àa point E , comme centre 
avec le rayon AE , décrire un cercle ADF , et du 
point B , comme centre avec un rayon égal à BD , 
décrire l’arc DC i cet arc , coupant la Egne AB an 
point C, la partagera en moyenne et extrême raison. 

Pour le prouver , on prolongera BE jusqu’en F , et 
l’on aura, par le n° ia8 , 

BD . AB . AB : BF -, 

d’où on tirera 

AB — BD -. BF— AB -. . BD ■. AB ; 
mais AB — BDx=.AB — BC=AC ; • 

et puisque par construction AE estla moitié de AB , il 
s’ensuit que 

ABx=aAE=FD , 

r a 


> 
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BF—AB=BF—FD=BD=:BC , 
et par conséquent 

• AC.BC..BC-.AB, 
proportion conforme à l’énoncé du problème. 

PROBLÈME.' 

i 33 . Décrire un cSrcle qui passe par deux points 
FIG. "fi" donnés C et D, fig. 76, et qui touche une ligne droite 
indéfinie AB, donnée de position. 

Solution. On joindra les points D et C par une 
droite que l’on prolongera jusqu’à ce qu’elle ren- 
contre AB , en A ; on prendra ensuite une moyenne 
proportionnelle entre AC et AD, par le procédé indiqué 
n" i 3 i , et AE étant cette moyenne proportionnelle , 
on là rapportera sur AB , en décrirant doF point A , 
comme centre , avec un rayon égal à AE , l’ârc EF\ le 
point F sera celui où doit se faire le contact de la 
X droite AB et du cercle demandé ; on pourra donc dé- 
crire ce cercle suivant le procédé du n® 1 1 g , Ou par- 
celui dn n® la^. 

Cette solution se prouve en observant que la \xgae AC 
est une sécante , et que la qxiestion se réduit à trouver 
sur AB ,\e position du point de contact , pour lequel 
on doit avoir , d’après le n° 1 a8 , 

AD -. AF : . AF : AC , 

d’où il suit que la distance AF s’obtiendra en prenant 
une moyenne proportionnelle entre AD et AC (♦). 


(*) Le problème da n° prêchent et celuk:i sont iiuceptiblea de 
deux solations. Dans le premier , non.aealement U liftne BD,Jig. •}5, 
remplit leacoadlliona de l'àionce, mais encore U ligne BF, en tant 
que ..4B est moyenne proportionnelle entre BF et BD. ( V oyei 
plicatinn de l'algèbre à la géométrie. ) 

Dana le problème «.dessus, ou ^ut porter 1a ligne 76 ,' 


I 
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UE CéOMÉTRlE. 

THÉOAÈME. 

1 ^4- Dans un demi-cercle , les secondes puissances 
des longueurs des cordes AC , AF , qui partent de l’une 
des extrémités d'un diamètre, Eg. y4t propor-^^^-1^- 
tionnelles aux segmens AE et AG , compris sur ce dia- 
mètre , entre [extrémité commune à toutes ces cordes 
et le pied de la perpendiculaire abaissée de [autre 
extrémité. 

Démonstration. Puisque les cordes AC et AF sont 
respectivement moyennes proportionnelles entre le dia- 
mètre AB et chacup segmens AE et AO{jiZ\ ) , 
on aura 

ÂC~'ÂB :K ÂË, AfI=z AB X AG, 
d’où l’on conclura 

AC\ ~AF \ ■.'lè yrilfÊ \ IlB X ÂfG . 
ce qui se réduit à 

~âc-.Âf\-.ae.ag, 

en ipmettant le facteur AB , commun aux deux termes 
du second rapport. , ‘ • 

DES POLYGONES INSCRITS ET CIRCONSCRITS 
AV CERCLE. 

i35. Remarque. J1 .^t que puisqu’on peut 

toujours faire passer un cercle par trois points donnés 


nonrsealnncm de A en F, ma»du (4«i:,oppPSe , pn J"' j «n aura un 
second ceicic qui touchera la èscnxeAB en F* , .et qui passera par les 
pointa D et C. 

Si la ligne O t? devenait parallèle h la constraction indiquée 
ne ferait pins connaître le point F^ mais il est visible que, dans ce cas, 
la perpedHiculaire élevée sur le miËen de la corde BC, et qui passe 
par le centre du cercle demandé, devenant perpendiculaire à la tan- 
gente AB , déterminerait le peint de contact f (io.î). 

F3 
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(iig), on pourra aussi faire passer un cercle par les 
sommets des angles d’un triangle quelconque ABC,^ 
WG. ’jT-Jig- 77. Dans ce cas, le triangle ABCeit inscrit au cercle, 
et le cercle est circonscrit au triangle. 

Cette propriété du triangle met en évidence celles 
qui ont été démontrées dans les n°’ 36 , 37 et 5 i. 
1*. On voit que la somme des trois angles du triangle 
est égale à deux droits ; car chacun d’eux a pour me- 
sure la moitié de l’arc compris entre ses côtés, et la 
réunion de ces trois moitiés composant la demi-cir- 
conférence, est la mesure de deux angles droits (no). 

2°. L’égalité de deux angles ,Aet B, entraîne celle des 
arcs opposés, CB et AC, respectivement doubles de 
ceux qui mesurent ces angles (1 12) ; les cordes des arcs 
CB et AC , qui ne sont autre chose que les côtés oppo- 
sés aux angles Ae\B , seront donc égales (99). La réci- 
proque de cette proposition se prouverait aussi facile- 
ment. 

3 °. Enfin le plus grand arc, lorsqu’il est moindre qu’une 
demi-circonférence, étanttoujours soutendu par la plus 
grande corde , il s’ensuit évidemment qu’au plus grand 
des angles du piangle estopposéleplusgranddesescBtés. 

PROBLÈME. 

i 3 G. Inscrire un çercle dans un triangle donné ABC, 
WG. 78. fig. 78 , c’est-à-dire , décrire dans l’intérieur de ce 
triangle un cercle qui ne fasse qu'en toucher les trois 
côtés. 

Solution. Ott divisera en deux parties égales deux 
quelconques des angles de ce triangle (1 1 1) , et , 
par exemple; le point de rencontre O, des droites AO 
etBO , qui feront cette division , sera le centre du cercle 
demandé. 

En effet, si l’on abaisse du point O, une perpendiculaire 
wr chacun des côtés AB, AC, BC, les triangles AEO , 
APO, seront égaux ( 34 ) > triangles DOB, 
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et BOF, parce que les deux premiers étant rectangles, 
l’un en D, l'autre en E, aurontde plus les angles EAO, 

DAO, égaux comme moitiés du même angle DAE, et 
le côté commun; qu’il en sera de même des deuv 
derniers , qui sont rectanÿes , l’un en D , l’autre en E, 
dans lesquels les angles DBO, FBO, sont égaux comme 
moitiés d’un même angle DBC, et le côté ÆO est com- 
mun ; les deux perpendiculaires EO et FO sont donc ^ 
égales à DO, et par conséquent le oercle décrit du 
point O comme centre, avec un rayon égal à DO, ne 
fera que toucher chacun des côtés du triangle ABC. 

Comme on n’a fait usage que des angles A et , il 
faut encore prouver qu’en combinant avec l’un de ceux- 
ci, l’angle C , on trouverait toujours le même point O. 

Pour cela, on joint le point O et le troisième angle C , 
par la droite OC ; l’égalité des triangles CEO, CFO , 
rectangles, l’nn en E, l’autre en F, ayant les côtés EO 
et FO égaux entre eux, et le côté CO commun (34), 
prouve que la droite CO divise aussi l’angle C en deux 
parties égales. 

iZj. Remarque. Puisque par trois points l’on ne peut 
faire passer qu’une circonférence de cercle , il est évi- 
dent que si l’on prenait au hasard, un quatrième pointZ), 

Jig. 77 , ce point pourrait tomber hors du cercle ABC-, -^^G. 77 . 
et alors il serait impossible d’inscrire dans un cercle le 
quadrilatère ACDB\à plus forte raison doit-il y avoir 
des exceptions pour les polygones dont le nombre des 
côtés surpasse 4 (^)- * 4 

THÉORÈME. 

1 ?^. Tout polygone d’un nombre quelconque de 
côtés , lorsqu’il est régulier , c’est-à-dire lorsqu’il a 

m ■ I I I I II - - - / 

II est TÎsible par la seule tospection de la figure, ^e tous !«»> 
«pjadrilatères , tels ACEB , dans lesquels la somme des angUv 

opposes, E tl A y égale à deux droits (iia), peuvent étreinscrii« 
au cercle J tandis que dans ACDB y ccUc somme surpasse deux 
^foitfpourlesanglcsCet.^, et se trouve moindre pour ^ et i>(iiG^ 

F4 
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tous ses angles égaux et tous ses côtés égaux, peut 

être inscrit et circonscrit au cercle. 

FIG. 79. Démonstration. Soit le polygone ABCDEF ,Jig. 79, 

idont on suppose que les angles ABC, BCD, CDE , etc. 
soient tous égaux entre eux , ef qu’il en soit de même de 
tousses cotée AB, BC, CD, etc. i“. Le cercle qui pas- 
sera par les sommets A, B , C, de trois quelconques 
des angles de ce polygone , passera par tous les autres ; 
ear si l’ou mène du centre O du cercle ABC, les droites 
AO , BO , CO , DO , etc. les trois premières seront , 
par constructiaa , rayons de ce cercle , et par coaséquent 
égales; les triangles isocèles AOB et BOC, seront aussi 
égaux , comme ayant leurs côtés égaux chacun à chacun^ 
puisque, par hypothèse, BC-AB-, lésantes ABO 
et CBO étant égaux, chacun d'eux sera la moitié 'de 
l'angle ABC du polygone : l’angle BCO , qui leur est 
égal , sera doue aussi la moitié de l’angle BCD égal à 
~J{BC,-p»x hypothèse; OCD sera l’autre moitié , et sera \ 
par conséquent égal à BCO. Cela posé , CD étant, par 
l’hypothèse, égal à CB , les triangles BCO , et OCD 
•liront, chacun à chacun, un angle égal compris entre 
daux côtés égaux, seront égaux' (16) , et donneront 
; musi le pcÂnt D sera sur la cércooférence 
■ du «aercle ABC. On déaiontrerait de la même manière 
que le point E et tous coiur qui le suivant, s’y trouyaut 
aussi. • .f»»-. ■di'> 

Si l'on abaisse du point O , c&atfe dp perde cir- 
eihscrit, et aussi du polygone inscrit. ABCPEF , une 
perpendiculaire OG sur l’un quelconque AB des côtés 
de ce polygone , le cercle GH décrit du point O comme 
centre avec le rayon GO , et touchant, en vertu de sa 
construction , le côté AB au point G , touchera aussi 
chacun des autres dans leur milieu ; car si du poiqt O 
on abaisse sur le côté BC , consécutif à AB , la per- 
pendiculaire OH, les triangles OBG et OBH rectan- 
gles , l’un on G, l’autre en H , ayant de plus l’angle 
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G50 égal à OBH , et rh}T)Oténiise OB commune, 
seront égaux (34) et donneront par conséquent 
OG=zOH : le cercle Cff touchera donc BC cnH , point 
qui est le milieu de BC, puisque les obliques OB et OC 
sont égales. Le même raisonnement fera voir que ce 
cercle touche pareillement chacun des autres côtés. 

i3q. Remarque. Les angles AOB , BOC, COD , etc. 
formés par les rayons, menés du centre O du polygone, à 
chacun de ses angles, se nomment ang^les au centre, 
pour les distinguer des angles à la circonférence, ABC , 
BCD, CDE, etc. Tous les angles au centre d’un même 
polygone Tegulier , sont égaux , et leur somme étant 
équivalente àquatredroits(i3), chacun d’eux est égal à 
cette somme, divisée parle nombre des angles ou des 
côtés du polygone proposé. 

THÉORÈME. 

140. Les polygones réguliers d'un même nombre de 
côtés sont semblables , et leurs contours sont entre eux 
comme les rayons des cercles auxquels ils sont inscrits 
ou circonscrits. ' . 

Démonstration. 1®. Ces polygones ont leurs angles 
égaux chacun à chacun ; les côtés du premier étant 
égaux entre eux et ceux du second étant aussi 
égaux entre eux , les uns et les autres sont tous dans le 
même rapport, et par conséquent pi%portionnels entre 
eux : les polygones sont donc semblables (87). 

3°. Les angles A O B et aob , étant égaux , et les 
triangles AOB et aob étant d’ailleurs isocèles, seront 
semblables (Gb*); ils donneront 

AB : ab ;; AO : ao ; 

et les contours des polygones ABCDEF , ahcdef, 
étant entre eux comme leurs côtés homologues AB et 
(g3), seront donc, d’après cette proportion, dans 
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]e rapport desraycftis j 40 etao, des cercles dans les- 
quels ces polygones sont inscrits. 

La similitude des triangles AGO et ag«, rectangle» 
l’un en G et l’antre en g, est évidente à cause de l'égalité 
des angles B AO et éao, et donne 

AO : ao OG : og, 

d’où l’on conclut 

AB : ab :: OG : og; 

il en résulte par conséquent que les contours de» 
deux polygones proposés , étant proportionnels à leur» 
côtés homologues AB et ab,\e seront aussi aux rayons 
OG et og , des cercles auxquels ils sont circonscrits. 

. PROBLÈME. 

i4i. Vn polygone d'un nombre quelconque de côté» 
étant inscrit au cercle, inscrire dans le même cercle 
un second polygone d un nombre de côtés double de 
celui des côtés du premier , et trouver la valeur de l'un 
des côtés du second. 

FIG. 8o. Solution. Soit AB ,Jîg. 8o, l’un des côtés du premier 

polygone , et AOB l’angle an centre de ce polygone ; 
on divisera cet angle , ou l’arc AB' B qui le mesure, en 
deux parties égales ( 1 1 1 ), au point B' , et les droites Aff 
èt B' B , égales ^tre elles , seront évidemment deux 
côtés contigus du nouveau polygone. 

Pour trouver la valeur Ae AB' , il faut prolonger le 
rayon Æ' O jusqu’en D; on aura alors (i3i) 

'ÂB':= b1) X «'£= X ^Ë; 

mais comme B'E = B'0 — EO , que dans le triante 
.dEO, rectangle en E, le côté 

EO:=z\/ ZW-^ÂË' 
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«t que AE- AB, B' O-AO, AC—^A O, on en conclura 

B'E=AO—\/ÂÔ^—{iABy. 

'AB^=iAO{AO — \/Âô’‘—i{AB) 

Si l’on prend pour mesure commune, ou pour unité, la 
»ayon AO à\x cercle dans lequel sont inscrits les poly- 
gones proposés , on aura AO~i ; et il viendra 

Si on partageait au point B", l’arc AB' en deux par- 
ties égales , on aurait de même 

Âb'= a ( 1 — \/i—(^iAB' y }, 

pour le côté du polygone qui en contient le double 
de celui qui le précède ,, et ainsi de suite. , 

i 4 u- Le plus simple des polygones réguliers, après 
le triangle équilatéral , est le quadrilatère dont les 
angles et les côtés sont égaux» Ce polygone se nomme 
quarrç. 

La somme des quatre angles intérieurs de ce poly- 
gone valant , d’après le n° 82 , quatre angles droits , 
et tous étant égaux , chacun d’eux sera droit ; ainsi , le 
quarré ABCD ,Jig. 81 , a ses quatre côtés AB , BC , FIG. 81. 
CD , AD, égaux , et ses quatre angles B , C,D , 
droits. 

i 43 - Remarques. Le quarré est évidemment un pa- 
rallélogramme (79) qui a ses quatre angles égaux, et 
ses quatre côtés égaux -, il ne faut pas le confondre avec 
le parallélogramme qui n’a que ses côtés égaux , et dont 
les angles sont inégaux ; ce dernier , dont la figure 82 fk;. 83. 
représente un cas , se nomme rhombe ou losange. 

, Quand les côtés contigus sont inégaux , mais que les 
gngies depieurent droits, le parallélograrume étant rec- 
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tangle, se nomme simplement rectangle', AB CD, 
FIG. 83. fig. 83 , est un rectangle. 

Il est visible que tout rectangle peut s’inscrire dans 
un cercle, car les diagonales AC et BD étant égales 
dans ce cas , se couperont en im point O , également 
éloigné des points A , B , C , D , puisqu’on général 
AO = OC, DO = OB (8o); et par conséquent ces 
points se trouveront sur la circonférence du cercle 
décrit du point O comme centre , avec un rayon égal 
kAO. 

PROBLÈME. 

' 1 44- Construire un quarré sur une ligne donnée AB , 

HG. fl. Jjg 

Solution. 11 faut élever sur les extrémités A et B de 
cette droite , deux perpendiculaires AD et BC, que 
l’on fera égales à AB ; joignant lents extrémités C et D 
^ par une droite, on aura le quarré demandé ABCD. 

En effet, les côtés DC et AB étant parallèles et 
compris entre parallèles AD et BC, seront égaux (54); 
les angles ADC et B AD , Internes d’un même côté , 
valant ensemble deux droits (47)> second éfant 
lui-même droit par construction, le premier sera droit 
aussi ; on prouvera la même chose pour BCD , en la 
comparant avec ABC. 

PROBLÈME. 

145 . Inscrire dans un cercle les polygones de 4 ,^ » 
1 G , 3a , 64, etc. côtés. 

Solution. La question ae réduit à inscrire d’abord 
celui de quatre côtés, puisque les autres se fmrmeront 
par son moyen , d’après le n' i4i • 

FKI 8}. Pourinicriredanslecercley^iîC’Z),^g’. 84;unquarré, 
il faut, perpendiculairement à un diamètre quelconque 
AC, en élever un antre BD , ce qui déterminera sur 
la circonférence quatre points , A, B , C, D, lesquels, 
étant joints par des droites , formeront le quarré de- 
mandé. 
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En effet, \tta.n^t&ABC,UCD, etc. sont tous droits 
(ii4), et les côtés AB, BC, CD, AD, sont égaux, 
comme étant les hypoténuses des triangles rectangles 
AOB , BOC, DOC, AOD , risiblement égaux entre 
eux ( i6). 

Le triangle rectangle AOB donnant 

' ÂB^=Â1)-\-B'Ô‘—!iÂÔ\ 

puisque AO — BO , on en conclura 

AB = AO • 

et en prenant le rayon AO pour unité , il viendra seu- 
lement ' 

AB=[/T{*). 

Sil’onsubstitue cettevaleurdanscellede./^^, n° i4i> 
puis cette dernière dans celle de AB", et ainsi de suite, on 
aura successivement la longueur des côtés des polygones 
de 8, iG, etc. côtés, rapportée à celle du rayon du 
cercle. 

PROBLÈME. 

14 G. Inscrire dans un cercle les polygones de 3, 6 , 
la, a 4 , 4 ^> côtés. 

Solution. Le côté de l'hexagone régulier s’offre le 
premier-, il est égal au rayon du cercle inscrit. En 
effet, dans ce polygone, l’angle au centre AOB ,Jig. 85, piü- S5. 
étant la sixième partie de quatre droits , est égal à | ou 
I d’un seul; retranchant cette quantité de deux droits, 
il reste a — J ou les y d’un droit pour les deux autres 


pour obtenir étant ngonreuz, îl s'ensuit que 
ia géométrie donne exactement la grandeur de l'incommeosurable 
que l'on ne peut obtenir que par approiümation , avec le se> 
cours de* nombres ; mais il est important (Tobaerver que cette ezac^ 
ûtude n’est qu'intellectuelle; car si l’on roulait comparer avec 
AO, pour en trouver le rapport, suivant le procédé du 5, on 
n'arriverait qu'à un résultat approché, et qui le serai^ beaucoup 
moins qtM ceux que l'on peut déduire du calcul. 

f 
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angles BAO, ABO , égaux d’ailleurs entre eux, ce qnî 
fait encore j d’angle droit pour chacun ; le triangle 
ABO ayant ses trois angles égaux, sera nécessairement' 
équilatéral (Sy), et donnera par conséquent AB=z.AO. 

On inscrira donc un hexagone dans un cercle , ea 
portant le rayon du cercle six fois Stir sa circdhférence, 
et en joignant par des droites , les points de division con-« 
sécutifs. En prenant AO=i , on aura AB-=z i, et 
on s’élèvera , par le moyen de cette valeur et des for- 
mules du n° i4< > valeurs des côtés des polygones 
inscrits, de la, 34, 4^» etc. côtés. 

Pour pan'enir à la valeur du côlé du triangle équila- 
téral inscrit CE, il suffit d’observer que ce triangla 
8,e forme en joignant par des droites les angles de 
l'hexagone , pris de deux en deux , et que le triangle 
ACD , rectangle en C (i 14), donne 

AC=y/^ Âü—Ëd'~\^ (^aAO')‘~ÂO=AO\/'%-. 
et en faisant AO—t , il viendra AC— \/3. 

PROBLÈME. 

i47» Inscrire dans un cercle les polygones de 5, 10, 
so , 4° > etc. cotés. 

Solution. On tronw premièrement le côté du poly- 
gone qui en a dix, ou du décagone, en prenant le plus 
grand des deux segmens du rayon partagé en moyenne 
et extrême raison ( i3a ). 

En effet, dans ce polygone , l’angle, au centre yfOB, 
HG. SG.Jig. 8S, est la dixième partie de quatre droits, ou les j 
d’un seul; il reste pour les angles ABO et BAO , 
a — I d’angle droit, ou | , ce qui donne | pour chacun : 
l’angle E.^0 est donc double^de l’angle AO B. Si l’on 
mène AG , quifasse avec vrfE , l’angle BAGègs\ a A OBl 
les deux triangles ABG et ABO ayant encore un angle 
commun B , seront semblables (65), et donneront 
BG-.AB-.-.AG:AO-, 


» 


Digilized by Google 


D E C É O M É T R I E. <)5 

•r, le triangle ABO étant isocèle , le triangle AB G 
le sera pareillement ^ on aura donc . 

AG = AB. 

De plus , l’angle BAG étant égal à AOB, on aux f d’un 
droit, sera la moitié de BAO , qui en vautf; l’autre 
moitié GAO sera par conséquent égale à AOB, ce qui 
donnefa ( Sy ) 

GO — AG^AB\ 

et la proportion précédente devenant alors 

BG:GO::GO:BO, •, 

montre que le rayon /j O est en effet partagé, au point G, 
en moyenne et extrême raison , et que AB est égal au 
plus grand des deux segmens. 

Si l’on joint par des droites les angles du décagone , 
pris de deux en deux, on aura le pentagone. Je ne 
m’arrêterai pas à calculer le côté du décagone , parce 
que cette recherche est plus curieuse qu’utile. 

148. Remarque. On a dû s’appercevoir facilement ' 
que l’inscription des polygones dans le cercle, revenait 
à la division de la circonférence en un certain nombre 
de parties égales . Les procédée indiqués pour inscrire 
les polygones de 4, 8, 16, 33 , etc. côtés , ceux de 3 , 
6 , 13 , 34, etc. ceux de 5 , 10, 30, 40, etc. serviront 
à. diviser la circonférence d’un cercle, suivant les 
nombres de ces diverses progressions. 

Il est à propos de remarquer que l’on peut aussi la 
diviser suivant la progression i 5 , 3 o , 60, etc. , parce , 
que le polygone de six côtés donnant la sixième 
partie de la circonférence, et celui de dix en donnant 
la dixième partie , lâ différence des arcs soutendus par 
les côtés de ces polygones, sera égale à j de la cir- 
cqpférence , ce qui revient à de la circonférence. En 
portant donc de A e» £f le rayon du cercle , l’arc BH 
sera cette i 5 ' partie, et sa corde sera le côté du po- 
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lygone de i 5 côtés, ou du pentédécagone. Au moyea 
de la division continuelle des arcs en deux partie* 
égales, ou de leur bissecüon , on obtiendra les poly- 
gones de 3 o, 6o , etc. côtés 

PROBLÈME. 

i 4 . 9 - Un polygone régulier d’un nombre quelconque 
de côtés étant inscrit dans un cercle , circonscrire à ce 
cercle un polygone régulier du même nombre de côtés; 
et réciproquement , le polygone circonscrit étant donné, 
construire le polygone inscrit. 

FIG. 87. Solution. Soit abcde ,fig. 87 , le polygone proposé ; 
on tirera les rayons Oa, O b. Oc, etc. à l’extrémité 
desquels on élevera les perpendiculaires AE , B A , 
CB, etc. l’ensemble de ces perpendiculaires qui tou- 
cheront la circonférence du cercle abcde, sera le po- 
Ij^one demandé. 

En elTet, les triangles aAb , bBc, cCd, etc. sont 
tous égaux et isocèles , parce que lescôtés ab, bc, cd, etc. 
sont égaux, et que les angles Aab , Aba, Bbc , Bcb , 
Ccd, Cdc , etc. fonués sur ces côtés, comprenant 
des' arcs égaux, ab, bc, cd, etc. sont aussi égaux (1 l'/Ç) : 
on aura donc 

1°. aAb = bBc—cCd, etc. 

, 0,°. aA=: Abz=bB — Bc=:cC~Cd, 

d'où l’on conclura 

AB~'uAb , BC=aBc , CD=üCd , etc.’ 

f * ) Ce* ôiviiion* de la circonférence du cercle , ne sont plu» les 
Mcnles que l’on puisse effeciiier |;éoinéeriqnemeaC ; M. F. Gauss, 
dans un ouvrage intitulé Biscjuisitiones arithmeticte , ( pnMié en 
' 1801 .*t Leipsig. et traduit en français par M. Delisie), prouve que 
l’on peut opérer de même la division en a" + i parties, lorsque ce 
nombre est premier (vo^ez anssi le Complément des Klem. 
gèbre). Delb rétdltc d’abord la division «n 17 parties, dont il j a 
anssi une démonstration particulière , mais qui n’est pas de nature 
i trouver Iilare iei. 

et 
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'et {>ar conséquent 

ABr=BC= CD , etc. 

Le polygone ABCDE ayant donc ses angles égaux 
'ainsique ses côtés, sera tel qu’on le demande. 

On déduira le polygone inscrit du polygone circons- 
'crit , en joignant les points o , é, c , d , etc. qui sont le* 
milieux des côtés de ce dernier^ et dans lesquels il 
touche la circonférence. 

Pour ’ s’en convaincre , il suffît d’observer que le» 
triangles a Ab, bBc, cCd, etc. sont maintenant 
«égaux comme ayant un angle égal compris entre deux 
«côtés égaux chacun à chacun, puisque les angles ' 
C, etc. sont ceux d’un polygone régulier , et quai 
'a A, Ab, bB, etc. sont les moitiés des côtés AE ^ 
Ab , B'C , etc. égaux entre eux. Il résulte de là que le» 
■côtés ah, bc.,cd, etc. sont égaux, que les arcs qu’il» 
soutendentle sont aussi; et que par conséquent les angle* 
abc, écd, etc. dont le sommet estàla circonférence,* 

■et qui con^prennent entre leurs côtés un même nombr» 
de -ces arcs , Sont ^aux entre eux ( 1 1 4)- Le polygon» 
cicde ’ ayant sfes an^e» et ses côtés égairx , est donta 
le polygone inscrit demandé. 

On pourrait aussi formerle polygone inscrit a'b'c'dfe'j 
qui ne diffère de abc de que par sa position , en tirant 
les droites .d O , SO , CO , etc. des angles du polygone 
■circonscrit ABCDE au centre du cercle inscrit , et 
joignant les points a',6',c'‘,' etc. où ces lignées rencontrent 
la circonférence de ce riiême cercle. En effet, .puisque 
AO—BO, d 0=.b'0 , on aurq 

' AO -.dO . :B0 -.b’0 , 

«t par conséquent la droite d'b' sera parallèle à AB 
(6o); les triangles AOB , a' Ob' , seront sembla- 
bles ; il en sera de même de BOCetàe b'Od, et ainsi 
de suite: les côtés d b' , V d , d A' , etc. étant homo- 
logues à AB 4 BC , CD, etc. seront donc nécessair»'> 
Géométrie. 8* édition. G 
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ment égaux entre eux ; et l’on prouvera J comme cir 
dessus , qu'ils comprennent des angles égaux. 


J 5o. Corollaire. On peut trouver , d’après ce qui 
précède , la valeur du côté AB du polygone circonscrit, 
en conûdérant les triangles OGa et OAa qui sont sem- 
blables, comme ayant chacun un angle droit, l’un en a, 
l’autre en G, et un. angle commun en O; et dans 
lesquels aG et Aa sont les moitiés des côtés ab et AE 
des polygones inscrit et dirconscrit correspondans. On 
tire de là ' 

OG ; Oa aG ; aA . 


ou 


OG; OaV.\ab'.iAE, 


d’où il résulte 

AE ou AB =x 


ab X Oa 

V' Ôa-^{\aby 


en observant que le triangle rectangle OGa, donne 

OG=:\/ ôa—aG=V Ôa — {iaby. 

i5i. Remarque. Il est important d’observer qu’à 
mesuré qu on multiplie les côtés du polygone inscrit , 
son contour augmente ; tandis c[ue celui du polygone 
circonscrit diminue danslamême circonstance. En effet, 
l’IG. 83. si on divise en deux l’arc aa'b,ftg. 88, et qu’on tire 
les cordes a a' et a^b, on aura deux côtés consécutifs du 
polygone inscrit, d’un nombre de côtés double de 
celui des côtés du polygone auquel appartient ab. 
Tirant ensuite A' B' perpendiculairement 4 a' O , les 
droites aA' , A!a' , <^Bf ,B'b, seront des demi-côtés 
du polygone circonscrit correspondit à celui dont a</, 
fait partie ( »49 )• Maintenant il est visible que les por- 
tions oA'B'b , ab , aa'b' , seront contenues dans 
les polygones dont elles font partie , autant de fois que 
l’ai'c oa ' b l’est dans la circonférence entière , et seront 
par conséquent des parties semblables de chaque po- 
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lygone ; et puisque 

ad -\-d ab , 

le contour du second polygone inscrit surpassera celui 
du premier. Il n’est pas moins évident que 

«foù il suit 

ayTB'bdaA + bA, 

et que par conséquent le contour du second polygone 
circonscrit est moindre que celui du premier. 

Cela posé , puisque le polygone inscrit, toujours 
moindre que le polygone circonscrit correspondant , 
augmente de contour, quand on multiplie ses côtés, 
tandis que celui-ci diminue, il en résulte que la 
différence entre les deux polygones décroît aussi dans 
la même circonstance. On peut même , quelque 
petite que soit la quantité donnée <T, trouver deux po-; 
lygones, l’un inscrit, l’autre circonscrit, tels que la 
différence de leurs contours soit moindre que c^tte 
grandeur. Pour s’en convaincre , il faut se rappeler que 
les contours de deux polygones réguliers d’un même 
nombre de côtés, sont entre eux comme les rayons des 
cercles auxquels ils sont circonscrits (i4°); car si l’on 
désigne par P le contour du polygone ABCDE,fig. 87,, fit* 
et par p celui du polygone abc de, on aura ' 

P:p :: Oai og; ^ 

d’où l’on conclura 

P-p:P:: Oa-.OG:Oa,etP—p=>^-—~. 

Mais rien ne s’oppose à ce que l’on rende a' G plus peti^ 
que telle grandeur donnée qu’on voudra; car, ayan^ 
porté sur le rayon O a’ üne partie a' G de la petitesse 
Hemandée, et tiré la corde ai, si l’arc a a' b n’est pas 
aliquote de la circonférence , il n’y aura qu’à prendre 

G a 
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tme partie aliquote moindié que cet arc, et la ligne 

analogue à a' G sera encore plus petite. 

On peut donc , en multipliant , autant qu’il sera né- 
cessaire , les côtés du polygone inscrit, rendre la quan- 
tité P — P aussi petite qu’on voudra. 

i5a. Corollaire. Puisque , d’ajwès ce qui précède, le» 
contours des polygones circonscrits diminuent sans cesse 
à mesure qu’ils approchent de la circonférence du cer- 
cle , tandis que ceux des polygones inscrits augmentent 
toujours dans la même circonstance , il est visible que 
la circonférence du cercle est moindre que le contour 
du polygone circonscrit , et plus grande que celui du 
polygone inscrit. Cette circonférence différera donc 
moins de l’un quelconque de ces contours , qu’ils ne 
diffèrent entre eux; et l’on pourra par conséquent 
trouver un polygone, soit inscrit, soit circonscrit, tel, 
que la différence entre son contour et la circonférence • 
du cercle , soit moindre qu’une grandeur donnée, quel- 
que petite qu’elle soit. 

C’est sur cette propriété que repose le procédé 
qu’ Archimède employa pour parvenir à déterminer d’une 
manière approchée , le rapport de la circonférence au 
diamètre , et j’en ferai un usage semblable , lorsque 
j’aurai montré que ce rapport est le même dans tous 
les cercles; pour cela j’établirai un théorème qui 
pourra s’appliquer à toutes les propositions du genre 
de celle que j’ai à démontrer. 

THÉORÈME. 

1 53. Si deux grandeurs invariables A ef B sont telles 
qu’on puisse prouver que leur différence A — B est 
moindre qu'une troisième grandeur i~, quelque petite 
que puisse être cette dernière, ces deux grandeurs sont 
égales entre elles. * 

Démonstration. En effet , si elles étaient inégales on 
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aurait nécessairement — B-=D , D marquant leur 
différence ; il ne serait donc pas possible de prendre t' 
au-dessous de Z? , et par conséquent aussi petite qu’on 
voudrait. 


Observation. Il faut bien faire attention dans la pro- 
position ci-dessus au mot invariable ; car on peut bien 
trouver par exemple une expression de v'a qui diffère 
de la vraie , d’ime quantité moindre que telle autre ' 
qu’on voudra, sans cependant arriver jamais à la va^ 
leur exacte de i/a ; mais les résultats changent à chaque 
nouvelle approximation , tandis que les grandeurs A 
et B ne sont susceptibles l’une et l’autre, que d’une 
seule détermination. 


THÉORÈME. 

154. Les circonférences des cercles sont entre elles 
comme leurs rayons ou leurs diamètres. 

Démonstration. Puisque , quel que soit le nombre de 
leurs côtés, pourvu qu’il soit le même dans l’un et 
dans l’autre , deux polygones sont entre eux comme les 
rayons des cercles dans lesquels ils sont inscrits , si on 
désigne par p et p' les contours de ces polygones, et 
par R et R' les rayons des cercles correspondans , on 

aura^=^; de plus on peut concevoir que le nombre 

des côtés des polygones soit tel que les différences entre 
leurs contours, et la circonférence du cercle dans le- 
quel chacun d’eux est inscrit, soient au-dessous de telle 

C 

grandeur qu'on voudra. Si donc est le rapport des cir- 

C d' 

conférences, la différence entre les rapports , 

s’il en existe ime, pourra être réduite à tel degré de 
petitesse qu’on voudra. Cette différence étant aussi 

celle des rapports invariables -ç et^, puisque 

(fi 



t 
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s’ensuit que l’on peut prouver que la différence entre 

R* 

les quantités invariables -77 et , est au-dessous de toute 

C R 


grandeur donnée : on aura donc, par la proposition pré- 
cédente , 


C 

<T 


K 

R 


,onC:c ::R:R', 


ce qui donne aussi 

C: a :: sRiaRf ou :: D : ly, 

en appelant D et D' les diamètres des cercles propo- 
sés (*). 


(*) Celte proposition peutsepronTer de plusieurs manières immé- 
diatement, par des raisonneinens analogues à ceux du n° 58 , en ob- 
servant <]ue, quelque peu difierens que soient Pun de Pautre deux 
cercles , on peut toujours concevoir un polygone régulier plus grand 
que l'im et plus petit qncPautre. Cette proposition , qui résulte évi- 
demment de celle du n** i5a, acte' présentée par £uclide{’/iV. JT//, 
proposit. i6) sous une forme très-élégante. Cet auteur suppose qu'on 
FIG* 89* ctit décrit les deux cercles sur un centre commun CX , fig- 89. H est 
Visible alors que si on mène la tangente HflV au cercle intérieur , et 
qu'on prenne sur le cercle extérieur une partie aliquote moindre tpim 
Parc polygone D'E'F'G'Ü', construit sur cette partie, 

n'atteindra point la circonférence du petit cercle. 

Voici comme Maurolycus, auteur d'un Commentaire très-estimé 
sur Archimède , imprimé à Panorme en Sicile , sous la date de i G85 , 
s'est servi de cette remarque pour démontrer la proposition ci-dessus 
{pag. 5 et suw» ) : 

Si Pon n'avait pas C: O :: RO dt CP, mais Çi O v, DO : /PCP, 
IP CP étant > dO\ on décrirait sur IP CP un cercle concentrique 
au cercle CP, et Pon inscrirait dans le premier un poly goneD'l?'/^ G' If, 
qui n'atleigntt pas le second : comparant ce polygone à son corres-^ 
pondant DEFGH dans le cercle C7, et daignant les contours res- 
pectifs de ces polygones par p' et p, on aurait 

I>0:D'CP:;p:p', 

d'oh il suivrait 

C:C r.pip'i 

proportion abinrde , puisque C^p, O < p'. 

On ne peut pas supposer non plus moindre que et (y \e quatrième 
tenue de la proportion dont les trois premiers sont C, 0,00 ', car 


Digilized by Google 


DE GÉOMÉTRIE. lo5 

i55. Corollaire. La proposition précédente fait voir 
que le rapport de la circonférence au diamètre est le 
même dans tous les cercles, et qu’on peut, au moyen 
de ce rapport, calculer la longueur d’une circonférence 
dont on connait le rayon. En effet , si t désigne ce rap- 
port, ou, ce qui revient au même, la circonférence du 
cercle dont le diamètre est pris pour unité, on aura 
cette proportion : 

i •. ir :: üR \ C , 

de laquelle on tirera • 

C 

C=2e-jR, e\R — 

STT 

formules avec lesquelles on calculera la circonférence C, 
lorsque le rayon R sera donné , ou le rayon quand on 
connaîtra la circonférence. 

PROBLÈME. 

i5S. Trouver le rapport approché de la circot^é- 
rence au diamètre. 

Solution. Il est évident par le n° 1 5s , qu’on résoudra 
cette question, en calculant dans une des suites de poly- 
gones qu’on sait inscrire , le contour d’un certain nombre 
des premiers , et le contour des polygones circonscrits 


si cela e'iait, en le désignant par aurait 

x.DO.-.ao-.z, 

Z, étant > Z)0 ; et renrersant la proportion CxC’.'. DO : .ST, il en 
résnlterait 

C-.C-.-.X.DOi.iOf-.Z, 

c’est-à-dire que le quatrième terme delà proportion O •. C X'. it Cf •. Z 
serait plus grand que le rayon du second cercle , ce qui a été p rouré 
absurde dans le premier cas de la démonstration. 

L’arantage qu’on peut trouver à ce tour de démonstration , qui 
est, comme on le voit, ttès-ancien , c’est qu'il met, en quelque 
sorte, sous les yeux le polygone qu'il faut considérer. 

G4 
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(K>rrespondans. On aura par ce moyen deux suites d® 
nombres, les uns plus petits que la circonférence , les 
autres plus grands ; etFon s’arrêtera lorsque la différence 
des nombres correspondans desdeux suites, sera devenue 
moindre que le degré d'approximation qu’on veut obtenir 
dans la valeur de la circonférence. Je vais appliquer à 
cette recherche les polygones de G , la , a4 , etc. côtés, 
inscrits et circonscrits au cercle dont le rayon = i . 

Soient d’tibord , a le côté d’un polygone inscrit 
«quelconque, A celui du polygone circonscrit corres^ 
pondant , a' enfin celui du polygone inscrit com- 
prenant le double de côtés du prenuer ; on aura (i5o]^ 

A ——r===r = - ■ ■ 

t »/4 — n ‘ 

et(i40, 

o'= V/a(i — — ja“)= y^4 — a*. 


En co.mmepçant par l’hexagone inscrit , on auraa= i , 
on trouvera A = — 7 =. Le contout de l’hexagone inscris 

yZ ■ 

sera par conséquent 6 , celui de l’hexagone circonsr 
1 2 

dit — et la circonférence se trouvera conmrise 

V^3 

entre ces deux nombres : on obtiendra des limites plus 
Vesserréeg en passant aux polygones réguliers de la 
côtés et aux suivans. 

Soient donc a', o*, q*, etc. les côtés des polygones 
inscrits de la, de a4, de 48 , etc. côtés. A' , A", A!", etc. 
les côtés des polygones circonscrits correspondans , le 
rayon du cercle étant 1 , sa circonférence sera (i 56); 
et si , pour abréger, on pose 


,-'=i/4-?% /4— »'=r 1 / 4 — etc.', 

on aura par les formules précédentes 



DE G É 

û'=V^V/3, 

a*= y/ a — ar', 

</•= 2— ar", • 

etc. 


OMET 



R I E. 


3 » 
3 ir 
, ST 


(> 130 ^ 

c> 34 «' 

\< 24 ^' 

J > 48 ^ 

l < 48 ^ 


loS 


On trouvera succesgivement \/ 3 =i j^SaoBoSoySBSSjy (*), 


a ' =0,517638090305 
/ =0,965935836389 

c" =o, 36 io 5238444° 
r" =0,991444861374 
fl* =0,1 30806358460 
r* =0,997858933334 
fl” =o,o 65438 165643 
=0,999464587476 
fl’ =0,033733463253 
=0.9,99866 >37909 
fl” =0,016362279208 
r” =0,999966535917 
e”' =0,008181208053 

r ’” =0.99999 >633444 
c”” =0,004090613583 
r”'* =0,999997908359 
fl” =0,002045307361 
r” =0,999999477089 

fl* =o,ooio2s6538i4 

=o,999999869!173 

û” =o,ooo 5 i 1336934 
=0,999999967318 


13 a' =6,31165711 
13 ^ =6,4307806^ 

34 fl* =6,26525721 
a 4 =6,3193199/ 
48 fl* =6,37870041 
48 A' =6,2921734/ 
96 a” =6,28206391 
96 =6,2854393/ 

193 a " =6,38290491 
193 A' =6,2837461/ 
384 a” =6,28311 521* 
384 =6, 3833260/ 

768 fl’" =6,3831678» 
768 A'" =6,28322o 3/ 
i536 fl”" =6,38318091 
i536 ^’'"=6,283 i 94 i/ 
3073 fl” =6,28318431 
3073 A'' =6,2831875/ 
6144 û* =6,383 i 85 o 1 
6144 A' =6,283i 858/ 
12288 fl” =6,383i852l 
12288 =6,2831854/ 


On voit par ce tableau comment les contours des po^ 
Jygones inscrits et circonscrits, correspondans, se rappro- 


» 


Msxnoires de J^^cïdvmie des Sciences, 17/7 > psg- 4 /S. 
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chétit de plus en plus ; cenxdes polygones de i aa88 cÔLés 
ne düTèrent que de deux unités décimales du septième 
onlre. Les sept premiers chiiFres , communs à l’im et à 
l’autre , appartiendront nécessairement à la circonfé- 
rence du cercle , dont la longueur sera par conséquent 
6,283 1 85 , à moins d’un millionième près. 

Si l’on prend pour la circonférence du cercle , le 
milieu entre le contour du polygone inscrit et celui du po- 
lygone circonscrit de 12288 côtés, on aura 6 ,a 83 i 853 , 
valeur qui est exacte jusqu’au dernier chiffre inclusive- 
ment ; le rapport du diamètre à la circonférence sera 
donc 2; G,283i853, ou 1 ; 3,1415326, en divisant ses 
deux termes par 2. Ainsi 3 , 1415326 est une valeur ap- 
prochée du rapport désigné par ir, dans len® i 55 ; et en 
faisant C=i, on trouvera 2fl=o, 3 183033, nombre 
qui représente le diamètre, lorsque la circonférence est 1 . 

Archimède s’arrêta au polygone inscrit et circonscrit 
de 36 côtés, et trouva que la circonférence du cercle 
était <C 3 et > 3 ce qui donne le rapport si 
connu de 1 ; 3 -ÿ ou 7 ; 22. Depuis on a poussé l’exacti- 
lude beaucoup plus loin ; mais parmi les divers rapports 
connus, celui de 1 13 à 355 , mérite une attention parti- 
culière par sa simplicité et son exactitude , puisqu’étant 
évalué en décimales, il donne 3,1415323, résultat vrai 
jusqu’au sixième chiffre décimal. Adrien Métius , en 
rapportant dans sa Geometriœ practica le rapport ci- 
dessus , l’attribue à son père Pierre Métius , comme 
l'ayant publié dans une Réfutation de la quadrature du 
cercle , de Simon Duchesne . (*) 

(*) Les recherches dessaeans anglais dans Flnde, nous ont fait 
connaître un rapport de la circonférence au diamètre plus appro- 
che' que celui d’Archimède , et qu’ils regardent comme plus an- 
cien : c’est celui de 8927 h n 5 o, consigne' dans un ouvrage des 
Bramines, intitulé Ayeen Akbeiy. U revient h 3 , 1416: il est exact 
jusqu’aux dix millièmes, et de'pend par conséquent du polygone 
de 768 côtés. 

11 est bon de savoir que les rapports 7 ; as et 1 13 : 355 se pre'- 
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167. Remarques. La formation du tableau précédent 
n’est pas le moyen le plus expéditif pour parvenir à la 
valeur du côté du dernier polygone inscrit qu’il ren- 
ferme ; on réduit à la moitié le nombre des extractions 
de racines en calculant, au lieu des côtés des polygones 
intermédiaires, les cordes BC, B'C,fig, 8o, des arcs 
qu’il faut ajouter aux arcs AB et AB' , pour compléter 
la demi-circonférence. En elfet , 


FIG- 


80. 


ac—ab]b'C—\/ ac—ab'\ 


puisque les triangles ABC , AB'C , formés sur le dia- 
mètre 'AC et ayant un de leurs angles à la circonfé- 
rence , sont nécessairement rectangles (n 4 )- Si l’on 
prend le rayon AO pour l’unité , que l’on désigne AB 
et AB' , par a et a', BC etB'C par b et b', à cause de 
AC=zz, on trouvera 

b= v/4— o“, b'~ v/4— a"; 

et comme on a , par le n° précéd.,a'=V^ a — 
il viendra 

a'= y/ a — ô ou a'* = 2 — i ; 
mettant cette valeur dans celle de b' , il en résultera 

1 /= y/ a + b: 

sentent dViix-ménies dans la suite des fractions approchées que Toa 
obtient lorsque l’on conTertît en fraction continue { Arithm. i63) 
la fraction ordinaire qui correspond au rapport exprime' ci-dessus 
eu de'cimales {^ArilKm. 85). Mais comme ce rapport n’est pas rigou- 
reusement exact, on ne doit pas pousser le calcul jusqu’à la fin j il 
faut opérer en même temps sur les fractions 
3i4r 59a6 314*5937 

10000000 * 10000000’ 

lune plus grande, l’autre plus petite que le rapport exact, et se 
borner aux quotiens qui sont communs aux deux operatious. ^Puur 
plus de deuils, voyez le Compl. des Élém. U' Algèbre ) 


Digitized by Google 



É L É M E Bt 8 

on passera donc de 6 à i' en prenant la racine qtiarrée 
de la première quantité augmentée de a. Il est évi- 
dent qu’on aura de même 6" = ^/a i', b" représen- 

tant la corde B“ C de l’arc correspondant à AB“, moitié 
de AB' , et ainsi de suite. 

En partant de a = i , on trouvera 

i = K 3 = 1 ,7330608075, 
b ' = a -f- 1 ,7330608076 = ) ,g 3 i 85 1 65 a 5 
b " 34-1,9318516535=1,9838897337 
b '* =1/34-1,9838897337=1,9957178465 
b " =V 3 -H 1,9957178465 = 1 ,9989391749 
b ' = y ' a 4 - »> 9 »** 4 »^ 91749 = >.. 99973337 ^^ 

= |/ 3 4- 1,9997333758 — 1,9999330678 
i’”= l/ 3 1 ,9999330678 = V 3,9999330678; 

et comme b répond au polygone de 6 côtés , ¥ répondra 
à celui de 13 , ô* à celui de 34, 6" à celui de 48 , b" à 
celui de 96, ô* à celui de 193,6'" à celui de 384 , et6*"à 
celui âe 768. En nommant le côté de ce dernier, 
on aura 

o’"= v^4 — 6*"*= \/ 4 — 3,9999330678 
= 1/ 0,0000669333= o,oo8i8iai ; 

et multipliant ce nombre par 768 , on obtiendra le 
contour du polygone inscrit de 768 côtés , comme dans 
le tableau du n° précédent ; on calculera ensuite le po- 
lygone circonscrit correspondant. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

SECTION IL 

De ï aire des polygones et de celle du cercle, 

i 58 . Par la surface d’une figure quelconque, on 
entend la portion d’étendue renfermée entre les ligne» 
qui terminent cette figure. On appelle aussi cette éten- 
due l’aire de la figure. 

Il serait convenable d’affecter spécialement le mot 
aire à l’étendue superficielle , lorsqu’on l’envisage par 
rapport à sa grandeur : car le mot surface s’emploie le 
plus souvent pour désigner la forme , abstraction faite 
de toutes limites (*) : c’est ce que je ferai dans le cour» 
de cet ouvrage. 

iSg. Il est évident, et d’ailleurs la suite en fournira 
beaucoup d’exemples , que deux figures de formes très- 
différentes peuvent renfermer des aires égales. J’expri- 
merai cette circonstance en disant, avec M. Legendre, 
que les deux figures sont équivalentes , et réservant la 
dénomination à' égales pour les figures semblables qui 
peuvent être superposées. . 

160. Dans les triangles et dans les parallélogrammes. 


{*) On (lit en effet nne surface courbe , par opposition au plan 
ou ^ la surface plane; et pour en déterminer Pétendae, il faudrait 
dire /a surface iVune surface courAe.locution vicieuse il tous égards, 
tandis que Vaire tVune surfine courbe est une expression à-la-fois 
claire et correcte. En l'adoptant, on conserve l’analogie entre les 
liftes et les snrfaccs, puisque ces mots s’appliipient aux formes seu- 
lement; et le mot aire devient, pour le second eas, l’analogue du 
ujui loiiÿueur dans le picmict. 
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on choisit arbitrairement un des côtés, auquel on donna 
le nom de base , et l’on appelle hauteur la perpendi- 
culaire abaissée de l’angle opposé à ce côté dans le trian- 
gle , ou d’un point quelconque du côté opposé dan* 
le parallélogramme. 

FIG. 90. ÿD ej. ÿ go , sont les hauteurs des triangles 
ABC , A' B C , en prenant les côtés pour 

base. Il faut remarquer que la perpendiculaire BD' , 
tombant en dehors du triangle A' B C , est, à pro- 
prement parler , perpendiculaire sur le prolongement 
de la base. 

Le sommet de l’angle opposé à la base s’appelle le 
sommet du triangle. ' 

La droite IK est la hauteur du parallélogramme 
JEFGH. Il est évident qu’elle demeurera la même , de 
quelque point du côté HG qu’on l’abaisse (55 ). 

Il n’est pas moins évident que les triangles dont le* 
bases sont sur la même droite, et dont les sommets 
sont sur une ligne parallèle à cette base , ont même 
hauteur ; c’est-à-dire que les triangles compris entre 
les mêmes parallèles ont même hauteur.' Les triangles 
ABC, A' B C , et le parallélogramme EFGH, ont tous 
les trois même hauteur, puisque, par la nature des pa- 
rallèles AF et BG, les droites BD , BD' et IK, sont 
égales ( 55 ). 

THÉORÈME. 

161. Deux parallélogrammes de même base et de 
même hauteur, sont ëquivalens. 

Démonstration. Ces parallélogrammes ayant même 
base , on pourra poser celle de l’un sur celle de l’autre , 
et comme ils ont en outre 'même hauteur , le côté pa- 
rallèle à la base du premier , tombera sur le côté op- 
posé à la base du second , ou sur le prolongement de 
FIG. 91 ce côté, ainsi que le montrent les deux figures 91, à 
l’égard des parallélogrammes ABCD, ABEF, 
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Cela posé , les triangles ADF et BCE sont égaux , 
parce que les côtésy/L> et ÆC , et BE, sont res- 
pectivement égaux, comme côtés opposés d’un méma 
parallélogramme^ et que les angles DAF , CBE , dont 
les côtés sont parallèles , et les ouvertures tournées 
dans le' même sens , sont égaux. Si du quadrilatère > 

ABED , on retranche d’une part le triangle - ADF, et 
de l’autre BCE , on aura nécessairement deux gran- 
deurs égales, dont l'iine sera le parallélogramme 
et l’autre le parallélogramme ABCD. 

THÉORÈME. 

>6a. Un triangle quelconque est la moitié tTun pa- 
rallélogramme de même base et de même hauteur. 

Démonstration. Si , par les angles B et C du triangle 
ABC ,ftg. 92 , on mène les droites^/) et CD, respec- FIG. 9». 
tivement parallèles aux côtés AC et AB , la figure 
ABCD sera un parallélogramme (79;) ayant même 
base et même hauteur que le triangle proposé (iGo). 

Les triangles ABC et BCD , ayant leurs côtés AB et 
CD , AC et BD , égaux ( 54 ) , et en outre le côté CB 
commun, seront égaux ; le triangle ABC sera donc la ^ 

moitié du parallélopamme t j 1 . ■ 

• .1 . •* I. ^ 1 

iG 3 . Corollaire. Il suit de là que deux triangles qui 
ont même base et même hauteur , sont équivalens. 

En effet, ces triangles seront , d’après ce qui précède , 
les moitiés de parallélogrammes de même base et de 
même hauteur, ou de parallélogrammes équivalens ( 1 Gi ). 

PROBLÈME. 

1G4. Transformer un polygone <Tun certain nombre 
de côtés en un autre qui ait un côté de moins , et qui . 
soit équivalent. ‘ 

Solution. Soit pour exemple le pentagone ABCDE, 

Jig. g 3 : on join^a les deux anÿes E et C par une FIG 9S. 
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droite, etpar le sommet ^de l’angle D, placé entre let 
premiers, on mènera parallèlement à EC, la droite . 
DF , qui déterminera sur le côté AE prolongé , un 
point F , lequel étant joint au point C, formera le qua- 
drilatère ABCF , équivalent au pentagone ABCDE, 

Pour s’en convaincre , il sulüt de remarquer que les 
triangles CDE, CFE , reposant sur la même base EC, 
et étant compris entre les parallèles CE et DF , sont 
équivalens (jol° précédent), et que l’on obtient le pen- 
tagone ABCDE , et le quadrilatère ABCF, en- ajoutant 
successivement chacun de ces triangles au même qua- 
drilatère A B CE. 

Le procédé ne changerait pas , quand même le pen- 
tagone ABCDE aurait un angle rentrant, comme dans 
FIG- gMa figure g4 ; .seulement il faudrait observer, pour la 
démonstration , que le pentagone ABCDE et le qua- 
drilatère ABCF se forment en retranchant du quadri- 
latère A BCE , les triangles équivalens CDE et CFE. ‘ 

Il est évident que la construction et les raisonnemens 
qui précèdent peuvent s’appliquer à quelque polygone 
eue ce soit. 

i65. Corollaire. En effectuant sur le quadrilatère 
ABCF, une construction semblable à la précédente , 
on le transformera en un triangle équivalent ; et par une 
suite d’opérations semblables , on transformera un po- 
lygone quelconque en un triangle équivalent. Si l’on 
avait, par exemple, un hexagone, on le transformerait 
d’abord en un pentagone , puis on ferait de celui-ci un 
quadrilatère, puis enfin de ce dernier un triangle. 

THÉORÈME. 

iGG. Deux rectangles de même base, ABCD , et 
FIG. 95 . EFGH, £g. g5, sont entre eux comme leurs hau- 
teurs (*). 

- . (') J’ai changé l'cnoncc qu’on donne otdinaircmem .’i cciic jtio-_ 

Démonstration. 
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Démonstration. Ici, comme dans le n° 58, les hauteurs 
AD et EH des deux parallélogrammes , peuvent être 
commensurables entre elles , ou bien incommensurables. 

Dans la première hypothèse, sil’on divise ces hauteurs 
AD et EH en parties, telles que Ad et Eh, égales à leur 
commune mesure , et que par les points de division 
on éleve des perpendiculaires , on formera dans chacun, 
des rectangles proposés autant de rectangles égaux qu’il 
y a de divisions dans sa hauteur; car la base de tous ces 
petits rectangles sera égale à AB, et leurs hauteurs seront 
toutes égales entre elles. Le rapport des rectangles 
ABCD et EFGH, sera évidemment égal à celui des 
nombres qui expriment combien il y a de petits rectangles 
dans l’un et dans l’autre, nombres qui sont précisément 
ceux des parties égales contenues dans leurs hauteurs 
AD et EH\ on aura donc 

ABCD : EFGH :: AD : EH. 

Dans la figure, le rectangle ABCD se trouvant par- 
tagé en cinq parties égales à ABcd, et le rectangle 
EFGH en trois, on a 

ABCD : EFGH :: 5 : 3. 

Lorsque les hauteurs AD et EH sont incommensu- 
rables ,yîg-. g6 , on prouve que le rapport des rectangles j-jq 
ABCD et EFGH, ne peut être ni plus grand, ni moindre 
que celui de ces hauteurs. • 

En effet, si l’on avait 

ABCD ; EFGH \\ AD \ El, 

El surpassant EH , que l’on conçût AD divisé en 
parties égales, moindres que HI , et que l’on portât ces ^ 
parties sur EH , de E vers H , il tomberait nécessaire- 
ment un point de division h , entre H et I. En élevant 


position, afm de le rendre sem&Iable k celai da la proposition du 
fl* 355) qui est andloçme X ceUe<i. 
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par ce point hg perpendiculaire k EH, on formerait le 

rectangle EFgh , pour lequel on aurait 

ABCD ; EFgh :: AD ; Eh, 

puisque les hauteurs AD et£A seraient commensurables 
entre elles par construction; pt comparant cette pro- 
portion à la précédente , on en tirerait 

EFGH : EFgh El : Eh -, 

ce qui ne peutètre, puisque 

En portant le point / de l’autre côte de CHtnl , on 
ne pourrait pas non plus avoir 

abcd : EFGH ad : eF , 

parce qu’en prenant en h', lo point de division corres- 
pondant à A , on aurait premièrement pourles hauteur. 
AD et Eh' , commensurables entre elles, 

ABCD ; EF^h' :: ad: E h', 

ce qvli conduirait encore à la proportion 

EFGH : EF^h' :: EJ' : Eh' , 

absurde à cause que EFGH>EFg'h' et EI'< Eh\ 
Le rapport de CD à ££G£ ne pouvant donc efre 

ni plus grand ni plus petit que celui de AD a EH, ou 
aura nécessairement 

. • ABCD : EFGH AD \ EH. 

théorème. 

,G7. Deux rectangles quelconques sont entre eux 
comme les produiu de leur base par leur hauteur, ou 
comme les produiU de deux côtés contigus. 

Démonstration. En prenant surlabaseduparal- 

„Aé\offeiomeABCD.fig 97 , “"f ‘ * 

^ la base du parallélogramme EFGH , et ttrant la 
droite bc pardlèle à£C, on aura par le theoremu 

précèdent , ‘ r» 

AbcD : EFGH AD : EH ; 
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l^rénant ensuite AD pour base des parallélogrammes 
A B CD et AbcD , qui auront alors pour hauteur 
ut Ab , on en conclura 

ABCD : AbcD '.'•.AB î Ab. 

En multipliant ces proportions par ordre, avec l'attention 
d’omettre le facteur AbcD, commun aux deux termes 
du premier rapport composé ^ et de substituera Ab son 
égale il viendra 

ABCD : Ef'GH :: Ilbxâd : 'Wx'Ëff, 
résultat qui renferme l’énoncé de la proposition ('*). 

Remarque. Mesorerdes grandeurs n’étant autre 
«hose que comparer entre elles celles de même espèce, 
il est évident que la mesure des aires doit avoir pour 


(*) Je me ebis terri ci^^asins de la midtiplication ptr ordre , comme 
du moyeu le plus simple poür perreuir au resukat chercbcj mais it 
pourrait arriver que l’on êpronvit quelque diüScnlie il concevoir ca 
changement , dans lequel il semlde qu'il faut multiplier des aires 
entre elles. Cette difüculte' cessera si l'on imagine que ces aires, pour 
être comparées entre elfes , sont rapportées & nne certaine aire prisé 
pour mesure commune ou pour unité. On mettra encore plus de 
netteté dans ce passage, èn le .rendant ainsi : 


AbcD : EFGU : : AD : EU 


tiCS pnqiortioos 


EFGU ^ EH 
donnent 

ABCD-. AbcD:: AS: Ab ^ = ^ 


Ce qui ise présente anenne obsctnilé, puisqu'il s'agit de rapports de 

EJ£ 

{p-andeurs homogénn. Cela posé , désignant combien l’aire 


AbcD est contenue dans EFGU, et combien l'aire ABCD 


est contenue dans AbcD, le nombre de fola que la piemilre est 
oouteaue dana U demiirc , sera donc exprimé par i 


EM^,Ah E^y.EH 


Ot concevant les droites rapportées à une commune metnre. 

H a 
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but de savoir combien une aire quelconque en contient 
■une autre, prise arbitrairement pour servir de terme de 
comparaison. Mesurer , par exemple , le rectangle 
FIG. 98. ABCD , Jig. 98, c’est chercher combien ce rectangle 
contient de fois un quarré abcd ,àam lequel on sup- 
pose que le côté ab soit égal à la droite prise pour me- 
sure commune des longueurs des droites; et d’après ce 
qui précède, on aura, en concevant la base et la hauteur 
ABet BC , du parallélogramme AB CD, rap’portées à 
cette mesure, 

abcd: AB CD : üîby^c'rdB^xCBC, oa'.'.W— X 4 -- ; 

abbc 

ce qui montre que le rectangle ABCD contient le rec- 
tangle abcd, ou l’aire prise pour unité , comme le 
produit du nombre d’unités linéaires contenues dans sa 
base AS , multiplié par le nombre d’unités linéaires con- 
tenues dans sa hauteur BC , contient l’unité numérique; 
expression dont l’exactitude est évidente , puisque les 
rapports y sont réduits à des nombres. Ce n’est que pour 
abréger qu’on la remplace par celle-ci ; L'aire d’un 
rectangle est égale au produit de sa base par sa hauteur; 
et il faut toujours être en état de restituer, d’après la 
première, ce qu’on a sous-entendu dans la seconde. 

La vérité de la proposition précédente résulte de 
l’inspection seule de la figure , lorsque le côté du 
quarré abcd, pris pour mesure commune, est contenu 
exactement dans la base et dans la hauteur du rectangle 
ABCD. En menant ^lors p-ir tous les points de division 
de la hauteur BC, des droites ef parallèles à AB, on. 
partage le rectangle ABCD en autant de rectangles 
égaux, ou bandes, que sa hauteur contient de fois ab\ 
et chacune de ces bandes peut, comme ABef, être par- 
tagée en autant de quarrés Begh, égaux kabcd, que la 
base AB contient de fois aô : le nombre total des quarrés 
égaux à Begh , contenus dans le rectangle ABCD , 
est doue égal à celui des bandes A B ef, multiplié pac 
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le nombre de quarrés que chacime contient, ce qui fait 
le produit du nombre d’unités linéaires de la base par 
le nombre d’unités linéaires de la hauteur. 

169. i"’ Corollaire. Si les deux côtés du rectangle 
AB et^C devenaient égaux , auquel cas il se changerait 
en quarré, son aire serait mesurée par la seconde puis- 
sance de son côté AB , c’est-à-dire qu’il contiendrait 
le quarré abcd, pris pour unité, autant de fois que la 
seconde puissance du nombre d’unités bnéaires con- 
tenues dans son côté) contiendrait l’unité numérique', et 
de là vient qu’on appelle 'aussi quarré d’un nombre la 
seconde puissance de ce nombre. ' 

170. a* Corollaire. L'aite’ d’un'parallélogfkmmé’ sê 
mesure par le produit de sa base par sa hauteur. £n 
effet , les parallélogrammes de même base et de même 
hauteur étant équivalens (161), un parallélogramme 
quelconque est nécessairement équivalent au rectangle 
de même base et de même hauteür. On conclut encore 
de là que deux parallélogrammes quelconques étant 
entre eux comme leurs mesures respectives , sont par 
conséquent dans le rapport des prôduits de leur base 
par leur hauteur , et simplement comme leurs bases, si 
leurs hauteurs sont égales, .pu comme leurs hauteurs, 
lorsqu’ils ont^nême base. 

^ . .i , 1 ^ i. 1 1 ,11 J 

171. 3 ' Coro//aire.. Vaire d'un Itriangle est mesurée 

par la moitié du produit de'^bpsepar sahaute^ir, puis- 
que tout triangle est la moitié, d’un rectangle de même 
bàse et de même hauteur. Les moitiés étant entre elles 
comme les tonts, les triangles quelconques seront entre 
eux comme les parallélogrammes dont ils font partie , 
et par conséquent comme les produits de leur base par 
leur hauteur Ça® précédent), ou 'comme leurs bases 
quand leurs hauteurs' kontégàléè ) ou comme leurs hau- 
teurs quand ils ont même base. ' ’ ' 
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PROBLÈME. 

172. Tran^ormer en un quarré, unparallétogramm» 
ou un triangle donné. 

Solution. 1*. Ontronverale côté FG àuquarréEFGH 
équivalent au parallélogramme donné, ABCD ^fig. 99 » 
«n prenant une moyenne j^oportionnelle entre la baso 
AB et la hauteur DE de ce parallélogramme. 

En effet, on a par cette construction , 

AB : FG FG : 
d’où l’on tire 

ab-a.de=fg\ 

et comme ÂB X DE est la mesure de l’aire, du parallé- 
logramme proposé, et FG celle du quarré EFGH^ 
construit sur FG , cette dernière ligure est équivalente 
à l’autre, 

2°. A l’égard du triangle AB‘D^ , c’est entre la base 
A' B' et la moitié de la hauteur D^E que doit, être 
prise la moyenne proportionnelle FG, parce qu’on s 

alors , . 

A!E : FG';: FG ; i Z>'£' 

d’où il suit 

IÂb''xd^e=fg\ ^ 

Je premier de ces produits exprime en effet 1 aire du 

triangle, et le second celle du quarte. 

178. Corollaire. On peut, par le moyen du problème 
précédent, transformer un polygone quelconque en un 
quarré équivalent ; il faudra d abord le transformer 
en un triangle , par le procédé du n“ 164, et l’on 
changera ensuite ce triangle en un quarré. ' 

4: Remarque. Toutpolygone pouvant être partagé 
en triangles (81) , on évaluera son aire en calculant sé- 
parément celle de chacun des triangles quile composent, 
et en prenant la somme des résultats. 
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THÉORÈME. 

176. L'aire d’un quadrilatère ABCD, Eg. 100, dansVlG.ioo. 
lequel deux côtés sont parallèles , et quon nomme 
pour cette raison trapèze , se mesure par le produit de 
la demi-somme des deux côtés parallèles , AB et CD, 
multipliée par la hauteur EF, prise entre ces côtés. 

Démonstration. En tirant la diagonale CB , on par- 
tagera le trapèze en deux triangles ABC et BCD , 
dont EF sera la hauteur commune ; et parce que 

ABCLh=iABC-\-BCD, ABC^ÇÂBr^ÂËF , 

BCD^l^'pCËF, 
on aura 1 

l^AB + CD) EF, 

ce qui est l’énoncé du théorème. 

Il est bon de remarquer que la droite GH, menée par 
le milieu G de l’un des côtés non parallèles du trapèze , 

•era égale à \{AB-\-CD). En effet, le point H étant 
aussi le milieu de BD ( 58 ) , la similitude des triangles 
BCD et BHI fait voir évidemment que CD, et 

celle des triangles ACB et GCI , prouve de même que 
GI=^ AB, d’où il résulte ' 

GH=GI-\-IHrzx\{AB-\-CD'). 

La droite GH partageant aussi EF en deux parties 
égales ( 58 ) , se trouve à égale distance des côtés paral- 
lèles du trapèze ; et l’on peut dire par conséquent , que 
l’aire du trapèze se mesure par le produit de sa hauteur, 
multipliée par une ligne menée à égalé distance des deux 
bases parallèles. 

THÉORÈME. 

176. Les aires des polygones semblables sont entrc^ 
elles comme les quogrés des côtés homologues de ces 
polygones. 
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Démonstration. i“. Si les polygones proposés sont de5« 
FIG- loi. triangles quelconques ABC et ahc,Jig. loi, les triangles 
rectangles BDC et bdc , formés par les hauteurs des 
premiers , seront semblables comme ayant , outre les 
angles droits D et d, les angles égaux .6 et 6 ^ on aura 
donc 

CD ; cd ;; ÈC : bc- 

mais par la similitude des triangles ABC et abc, on a 
aussi 

AB ; ab ;; BC bc-, 

multipliant ces proportions par ordre , et divisant par a 
les deux termes du premier rapport de la proportion 
composée, il viendra 

ï ABX.CD ; i aftXcd BC : bc\ 
résultat dont les deux premiers termes expriment le* 
aires respectives des triangles et aéic (17a) : donc 

ABC : abc :: BC ; bc. 

a°. Deux polygones semblables et abcde , 

FIG. 5 i. J}pr_ 5 J ^ étant partagés en un même nombre de triangles 
semblables (89) , et semblablement disposés , chaque 
triangle du premier polygone sera à son correspondant 
dans le second, comme le quarré de l’un des côtés du 
premier polygone est au quarré du côté homologue du 
second j on aura 

ABC ; abc AB ; ab 
AEC : aec AE ; ae 
EDC : edc :: 'ëd\ 

Mais la similitude des polygones donne cette suite de 
rapports égaux : 

AB ", ab II AE l ae II ED ; ed, 
de laquelle on tire 

AB I ab II AE ; ae ;; ED l ed, 
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ce qui prouve l'égalité des rapports de chaque triangla 
de l’un des polygones à son correspondant dans l’autre, 
et d’où il résulte 

ABC : abc AEC ; aec ;; EDC ; edc. 

On déduira de cette dernière suite de rapports égaux , 

ABC AEC EDC'. abc-\-aec-\-edc’.‘, ABC', abc 

ou ABCDE ; abcde ” ABC : abc :: AB ; ab. 

Le même raisonnement aurait évidemment lieu , quel 
que fut le nombre des côtés des polygones proposés. 

THÉORÈME. 

177. Les aires de deux triangles qui ont un angle 
commun , sont dans le rapport des produits des côtés * 
qui comprennent cet angle. 

Démonstration. En abaissant les hauteurs CD et 
FG , Jig. 101 , des triangles ABC et AEF , on forme FIG. i*i. 
les triangles semblables ACD et AFG , qui donnent 

CD '. FG :: AC : AF ; 
et par le n® 171 , il vient 

ABC: AEF :: Ibx'cd: ’âéx'êd : 
si on multiplie ces deux proportions par ordre en sup- 
primant le facteur CD , commun aux antécédens, et le 
facteur FG , communaux conséquens, il en résulte, 
conformément à l’énoncé , que 

ABC : AEF '.: 'ÂBxHC'.'aËx 'âf. 

THÉORÈME. 

■ 178. Le quarré AEHL , fig. loa, conftruit fur FIG. loa. 

pothénuse d’un triangle rectangle ABE , est équivalent 
à la somme des quarrés ABCD et BEFG, construits sur 
les deux autres côtés de ce triangle. ' 

Démonstration. On serait* en droit de conclure cette 1 
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proposition de . celle du n“ 76, puisqu’il a été prouvé 

dans ce numéro que AB -f- BE = AE , et que, d’après 

le n° iGq, AB, BE , AE , sont les mesures respec- 
tives des quarrés ABCD , BEFG, AEHL\ mais ce» 
considérations supposant les lignes et les aires rapportées 
à des nombres, j’ai jugé convenable de démontrer la pro- 
position immédiatement sur les aires, ainsi qu’£uc/ide 
l’a fait , et sans employer des rapports de lignes. 

Pour cela, il faut, de l’angle droit B du triangle ABE^ 
abaisser , sur l’hypoténuse AE, la perpendiculaire B K 
et la prolonger jusqu’en I, puis mener les droites DE 
et BL. Le triangle DAE ayant même base AD que 
le quarré ABCD, et étant compris entre les mêmes pa- 
rallèles y//? et CÆ, sera équivalent à la moitié de ce quar- 
ré (iGa) ; de même, le triangle BAL sera équivalent à la 
moitié du rectangle AKIL, construit sur sa base AL et 
compris entre les mêmes parallèles etBI. Or, les 
triangles DAE et BALsant égaux (1 G), parce que l’angle 
DAE, composéde l’angle droit et del’ angle BAE, 
est nécessairement égal à l’angle . 6 ^ 4 /y, composé aussi 
d’un angle droit E ALtiAe l’angle BAE, et que les côtes 
AD et AB, ALetAE, sont respectivement égaux comme 
côtésd'un mêmequarré: donc la moitié du (\axrceABCD 
est équivalente à celle du rectangle AKIL', donc le 
quarré ABCD sera lui-même équivalent au rectangle 
AKIL. On prouvera de même que le quarré BEFG 
est équivalent au rectangle EHIK -, et il résultera de là 
que le quarré AEHL , compose des deux rectangle» 
AKIL et EHIK, est équivalent à la somme des quarré» 
ABCD et BEFG. 

179. 1" Corollaire.. Les rectangles AKIL, EHIK 
et le quarré AEHL,ay 3 mt même hauteur AL, sont 
entre eux comme leurs bases (170), ensorte qu on a 

ABCD : BEFG : AEHL t: AK : KE ; AE\ 


I 
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c’est-à-dire que les quarrés construits sur les côtés de 
l’angle droit d’un triangle rectangle sont au quarré cons- 
truit sur l’hypoténuse, comme les segmens adjacens AK. 
et KE sont à l’hypoténuse entière AE. 

1 80. a* Corollaire. Puisque les aires des polygones 
semblables sont entre elles comme les quarrés des côtés 
homologues de ces polygones (17G) , si l’on construit 
sur les côtés de l’angle droit du triangle rectangle ABE, 

Jig. 1 o 3 , etsur son hypoténuse AE, trois polygones sem- 1 IG. lol 
blables, X, Y et Z, ou aura 

X : âb’:: y : bê\: z : ÂË\ 

d’où on tirera 

r : 'âb'+ JTv. z : Âe* 

et du théorème précédent, qui donne AB -f- BE = AE , 
on conclura .Y -j- F= Z ; c’est-à-dire que le polygone 
construit sur l’hypoténuse , est équivalent à la somme des 
deux autres. 

PROBLÈME. 

181 . Construire un polygone semblable à un autre , 

et dont l'aire soit dans un rapport donné avec celle du » 
premier , ou soit équivalente d un quarré donné. 

Solution. Dans le premier cas, si bc,Jig. 1 04, désigne FIG. 104. 
l’un des côtés du polygone donné, et que l’aire de ce 
polygone soit à celle do polygone cherché , dans le 
rapport de deux droites quelconques Met N, on pren- 
dra sur une droite indéfinie yy£',ddhxpmties AK et KE, 
qui soient dans le même rapport ; sur leur somme AE , 
comme diamètre , on décrira une demi-circonférence ; 
on élevera la perpendiculaire BK ; on tirera les cordes 
AB et BE : enfin on portera sur AB , Ae B en C, le 
côté bc de la première figure , et ayant mené CD pa- 
rallèle à AE , on aura en BD , le côté qui , dans le poly- 
gone cherché; «at homologue à bc. La question sera 
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donc ranaenée à construire sur BD un polygone sem-i 
blable au polygone X, ce qui s’effectuera par le procédé 
du n° 90. 

Pour prouver la construction précédente , on déduit' 
d’abord des trianglés ABE et CBD , semblables entre 
eux , les proportions 

AB : BE : . BC : BD et ; Ibc'. Hd' ; 

mais parle n“ 179, 

Âb\~BË*: : AK : KE ou : : M : N : 

donc BC : BD ;; M : N: 

donc ( 17G) , le polygone construit sur BC sera au poly» 
gone construit sur dansle rapport de comme 

le demande l’énoncé de la question. 

Si le côté bc de la figure X excédait AB , on pro- 
longerait cette ligne en tX, mais la construction et la dé- 
monstration ne changeraient pas pour cela. 

Dans le cas où l’aire du polygone demandé devrait 
être équivalente à un quarré donné , on transforme- 
rait aussi en un quarré le polygone donné , et repré- 
sentant ce quarré , il faudrait qu’on eût 

'bc':'bd'::M’^:N’‘, ... . 

d’où il suit 

M : N :: BC: BD-, 

ainsi BD s’obtiendrait alors par les lignes proportion- 
nelles (62) , ou bien l’on pourrait prendre AK èt KE 
dans le rapport des qaarrés Af’ et iV“. 

THÉORÈME. / . 

182. L'aire 'd'un polygone régulier a pour mesure la. 
moitié du produit de son contour par le rayon du 
cercle inscrit. , 

Démonstration. Ce polygone peut être partagé en au- 
tant de triangles égaux qu’il a de côtés (1%); l’un dq 
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ces triangles, 79, est mesurépar XOG'. 
en répétant ce produit autant de fois que le polygone a 
de côtés, on aura , si N désigne ce nombre , 

iNxÂBx.ÔG-, 

inaisiV Y AB sera le contour ou le périmètre du polygone: 
en le désignant par P , il viendra donc 

I P XÔG, 

comme le porte l’énoncé de la proposition. 

^ Le rayon du cercle inscrit se nomme aussi apothème ; 
et l’on dit en conséquence que l'aire d’un polygone régu- 
lier a pour mesure la moitié du produit de son péri- 
mètre par son apothème. 

1 83 . Corollaire. Il suit du théorème précédent et du 
n° 140 , que les aires des polygones réguliers d’un même 
nombre de côtés, étant entre elles comme les quarrés de 
leurs côtés, sont aussi entre elles comme les quarrés des 
rayons des cercles dans lesquels ils sont inscrits ou aux- 
quels ils sont circonscrits. En effet, on a successivement 

AB CD EF ; ahcdef \ ; AB ; ab , 

'AB : ab ” AO ! ao (i 4 o), 

AB^'. "âb ;; AO : ôô“, 

. d’où il résulte 

ABCDEF ; abcdef AO \ ao. 

On trouve de même 

^ ABCDEF ; abcdef ;; OG l og , 
en observant que AO : an :: OG : og ( 140 ). 

184. Remarque. En appliquant la proposition du nu- 
méro précédent aux polygones réguliers , inscrits et cir- 
conscrits au même cercle, on reconnaît qu’il est toujours 
possible de trouver deux polygones du même nombre 


FIG. 79. 
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de côtés , l’un inscrit , l’autre circonscrit , tels que It 
différence de leurs aires soit moindre qu’une grandeur 
donnée , quelque petite que soit cette grandeur. 

FIG. 87. En effet , on a évidemment, dans la figure 87, 

ABCDE : abcde :: Oa OG\ 

désignant par P l’aire du polygone circonscrit, et par p 
celle du polygone inscrit , on aura 


P:p:: Oa: oo, 
p—p:P:: ôa—ôc: Oa. 


d’où 


P-p 


_ P( Qg-OG) . 
Oa , 


valeur dans laquelle on peut rendre le facteur Oa — oS 
aussi petit qu’on voudra , en multipliant les côtés des 
polygones. 


i 85 . Corollaire. Le polygone circonscrit étant visible- 
ment plus grand que le cercle , tandis que le polygone 
inscrit est moindre , il suit de ce qui précède que l’on 
peut toujours assigner un polygone régulier, soit inscrit, 
soit circonscrit, dont l’aire diffère aussi peu qu’on vou- 
dra de celle d’un cercle donné. Il suffit pour cela do 
prendre le polygone d’un assez grand nombre de côtés, 
pour que la ^fférence entre le polygone inscrit et le 
poljrgone circonscrit ne surpasse pas la quantité assi- 
gnée. 

THÉORÈME. 

i8ff. Si trou grandeurs A, B, X, sont telles que la 
première A, que l'on suppose variable, mais nean- 
moins surpassant toujours chacune des deux autresB, X, 
qui ne changent point, puisse approcher de toutes deux 
en même temps, aussi près qu'on voudra, on awa 
nécessairement B=X. 
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Bémonstration. Soit, 1 *. X> .fi; on aura , d'aprè» 
cette hypothèse et en vertu de l’énoncé , 

A>X,X>B. 

d'où il résulte que si l’on prend A de manière que la 
différence A — fi soit moindre qu’une quantité quel- 
conque S , ce qu’on regarde comme toujours possible , la 
différence X — fi sera, à plus forte raison, moindre 
que <T. 

a°. Soit X<^B , on aura alors 
A>B,B>X-, 

et prenant A de manière que A — X soit moindre que 
à plusforte raison la différence fi — X sera-t-elle moindre 
que <T. 

Le raisonnement ci-dessus conduisant à prouver que 
la différence des deux grandei^rs invariables X et B , est 
nécessairement moindre que toute grandeur donnée , 
quelque petite que soit cette grandeur , il s’ensuit que 
fi = X(i53). 

THÉORÈME. 

1 87 . L’aire d’un cercle a pour mesure la moitié du. 
produit de la circonférence par le rayon , ou ÿ CR, en 
nommant C la circonférence , et R le rayon. 

Démonstration. En effet, plus le nombre des côtés du 
polygone circonscrit augmente , plus aussi son périmètre 
P approche de la circonférence ( i5a ) , et plus le pro- 
duit I PR approche de { CR , qu’il surpassera toujours , 
mais d’aussi peu qu’on voudra ; d’un autre côté , l’aire 
du même polygone , toujours plus grande que celle du 
cercle, peut approcher de cette dernière d’aussi près 
qu’on voudra (i85) : les produits J fifi ,; C/l, et la vraie 
mesure de l’aire du cercle , sont donc trois quantités 
placées dans les mêmes circonstances que les quanti- 
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tés A, B Bt X du numéro précédent ; donc le protiuil 

5 CR pst égal à la vraie mesure de l’aire du cercle (*). 

188. Corollaire. Il suit de là que les aires des cercles 
“sont entre elles comme les quarrés de leurs rayons ou 
de leurs diamètres.. En effet, puisque l’on a cette pro- 
portion : 

C:C :: R: /î'(i 54 ), 
ki on la multiplie par la proportion 
iRi^R' ::R:R', 
qui est évidente , il viendra 

iCRi^CR' ::R’‘: R'% 

proportion dans laquelle les deux termes du premier 
rapport sont, d’après ce qui précède, les mesures des 
^ aires des cercles dont les rayons sont R et R'\ de plus, 
il est visible qu’on a 

R'\::D^:iy\ 

en désignant par Z> et/X les diamètres, puisque D — zR, 
D'~2R' : donc {CRl {O R' V.D'-'.jy'- , ce qui com- 
plète l’énoncé de la proposition. 

Si on représente par ar la circonférence dont le dia- 
mètre est 1 ,1a surface de ce cercle serajX’r^iT', on 
aura donc ' 

iir: \CK\\ X : d’où \CK—\-jrîy*, 

(*) On prouve immédiatement que !a mesure de Taire du 'cercle 
ne peut être ni plus grande ni plus petite que-| CR \ car si le pre- 
mier cas avait lieu CR serait alors la mesure d'un cercle plus 
petit que celui dont le rayon , tandis qu’en inscrivant dans ce der- 
nier un polygone plus grand que Tautre cercle la nota 

page 100), ce polygone aurait neanmoins pour mesure on produit 
moindre que^ CR y puisque son contour et son apothème sont rcs» 
. pectivement moindres que C et R. 

On ne peut pas supposer non pins que le produit CR soit la 
mesure d’un cercle plus grand que le propose j car en inscrivant dans le 
' pins grand cercle un polygone qui lurpasse le cercle proposé , ce 
polygone aurait une mesure plus grande que celle qu’on assigne nu 
cercle dans lequel i! est inscrit. 

ce 
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"ce qui montre que l’aire cT un cercle est égale au quarré 
tfu diamètre multiplié par le | du. rapport de la circon- 
férence au diamètre. En mettant pouryX” sa valeur 
on aura t/X'* , ou le quarré du rc^on multiplié par le 
\ rapport de la circonférence au diamètre. 

théori':me. 

189. L’aire de là figure AFBO , fîg. io 5 , terminéeV\Q.\^. 
par les deux rayons AO , BO , faisant entre eux un 
angle quelconque , et par l’arc de cercle KFb , figure 

que l’on nomme secteur de cercle, a pour mesure là 
■moitié du produit de lare AFB , par le rayon AO. 

Démonstration. Si parle centre O, on élève ZJOper- 
pencliculaire sur le diamètre yiE, les côtés de l’angle 
droit AOD et Varc ABD comprendront évidemment 
entre euxle quart de l’aire du cercle ; et le raisonnement 
du n° 109 prouve que l’aire du secteur O esta celle 

du secteur A 0/),dans le rapportde l’arc AFB àl’arc AD. 

Mais puisque l’aire du secteur A OD est le quart de celle 
du cercle , on aura 

AQDz=\>i\CxAO = ^€xAO, 

‘et la proportiou énoncée ci-dessus , 

AFBO : AOD :: AB: ADou\C, 
xleviendra 

AFBO :\c>:Âo :: AB: \C\ 

ce qui donnera 

AFBO = iÂBX.Jd, 

comme le porté l’énoncé de la propositimi. 

190. Remarque. On obtiendra l’espace com- 

pris entre l’arc AFB et la corde AB , et qui se nomme 
segment , en retranchant de l’aire du secteur AFBO 
celle du triangle AB O. 

Ciométrie. 8* édition^ l 
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DEUXIÈME PARTIE. 

SECTION PREMIÈRE. 

Des plans , et des corps terminés par des 
surfaces planes. 

T(. B. Dans tout ce qui va suivre , tes Ggures embrassent Tcspace 
avec ses trois dimensions. Les lignes ponctuées sont celles qui passée I 
derrière des plans. ^ 

DES PLAIS S ET DES LIGJVES DROITES. 

igi.PoiSQüEla ligne droite s’applique exactement 
au plan dana tous les sens ( s ) , il est évident que dès 
qu'nne ligne droite a deux de ses points dans un plan , 
elle y est toute entière , sans quoi on pourrait mener 
par deux points plusieurs lignes droites , l’une qui se- 
rait tirée dans le plan meme , par les deux points donnés, 
et les autres qui auraient des proïongemens hors du 
plan , ce qui ne saurait s’accorder avec l’idée qu'on a 
de la ligne droite. 

193. L’intersection de deux plans est une ligne droite ; 
. elle est premièrement une ligne d’après les définitions 
du n° 1 ; et si l’on conçoit que par deux points de cette 
intersection , on tire une droite , elle sera en meme 
temps dans l’un et dans l’autre plan ( n° précéd. ) ; elle 
ne pourra donc être que leur intersection. 

FIG. 106. 193. Par Une même ligne droite AB ,fig. loS, on 

peut faire passer une infinité de plans diiferens , CD , 
EF, GH, eic. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer 
qu’un plan peuit toüiours tourner autour d’uge droite 
tirée par deux de ses points, et prendre ainsi un nombre 
infini de positions differentes , sans que les points de la 
droite changent de place j mais on conçoit surde-cbauip 
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que ce plan s’arrêtera , si on fixe hors de cette ligne un 
point par lequel il doive passer. Fl résulte de là qu’un 
plan est donné lorsqu’on connaît trois points par lesquels 
il doit passer , comme une ligne droite l’est par deux. 

On peut aussi le prouver en montrant qne deux plans 
qui ont trois points communs, C, yîg. 1 07, se confon- FIG.107. 
dent dans toute leur étendue ; et pour cela, il suffitd’ob- 
server que si par un point quelconque E, pris sur un de 
ces plans, on riiène une droite EF, rencontrant deux 
des ti’ois lignes AB, AEfX BC, qui joignent deux àdeu.x 
Içs points communs , et qui par cette raison sont à-la- 
fois sur les deux plans (iqi)<, cette droite sera aussi corn- 
ïnune aux mêmes plans , puisqu’elle y aura les deux 
points eety, où elle coupe AB et BC. 

I g 4 ' Deux lignes qui se coupent , sont par conséquent 
dans un même plan ; car en faisant passer un plan par 
l'une d’elles, AB, par exemple , et par un point C, pris 
sur BC, cêtte dernière ayant deux de ses points, B etC, 
dans le plan , y sera toute entière ( 191 ). 

II est évident par là qu’en joignant deux à deux, par 

des droites , trois points pris d’une manière quelconqùe 
dans l’espace , le triangle résultant , ABC, sera tout en-, 
tier dans un meme plan. , 

Il n’en est pas ainsi de quatre po’ints pris au hasard : 
le plan qui passe par trois d’entre eux , ne passe pas tou- 
jours parle quatrième; et dans ce cas, le quadrilatère 
qui en- résulte n’étant pas dans ûn plan , se nomme qua- ^ 
drilatère gauchf. , 

igS. Les parallèles sont toujours dans un même plan , 
d’après leur définition; mais il faut bien observer que 
dans l’espace, deux lignes droites peuvent être perpen- 
diculaires à une troisième , sans être parallèles et sans 
se rencontrer; câr on peut alors mener par un seul point 
autant de perpendiculaires à une même droite, que l’on 
peut faire passer de plans par cette droite , c’est-à— - 
dire une infinité. Les droites AC, AE, AG,Jig. 106, FIG106. 

la 
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peuvent toutes être perpendiculaires sur AB , la pre* 
mière dans le plan CD, la seconde dans le plan EF , 
la troisième dans le plan GH. S’il en arrive autant aux 
lignes ÜZ?, BF et BH , BD et AC seront parallèles, 
comme étant perpendiculaires à la même droite dans 

le plan CD-, mais cesdroitesne seront parallèles à aucune 
des autres. 

THÉORÈME. 

igG. Une droite CD, fig. 108, élevée hors dlün 
plan- AU, perpendiculairement à deux autres , DE, DF, 
menées par son pied D dans ce plan, est perpendi- 
culaire à toutes celles qu’on pourrait mener par ce point 
dans le même plan. 

Démonstration. Soit DG une droite menée par le 
point £>, d’une manière quelconque, dans le plan AB -, 
on prendra sur les droites DE , DF, et sur leurs pro- 
longemens, des parties DE, DF, De, Df, égales entre 
elles ; on tirera ensuite par le point C les droites CE , 
Ce, CF, Cf, et on mènera EF et ef. Cela fait, les 
triangles EDF et eDf seront égaux, comme ayant , 
chacun à chacun , un angle égal en D, compris entre 
des côtés égaux , et donneront EF-= ef. Les obliques 
CF et Cf, CE et Ce, seront égales, comme également 
éloignées du pied de la perpendiculaire CD (37) ; et par 
conséquent lestrianglesÆC/'’, eCf seront égaux comme 
ayant tous leurs côtés égaux chacun à chacun. Enfin , 
les triangles Z)£G et Deg seront égaux (18) , parce 
que leurs côtés DE et De sont égaux par construction, 
que les angles GÈD et gef) sont égaux , comme appar- 
tenant aux triangles EDF, eDf, isocèles et égaux , et 
que les angles EDG , eDfr, sont égaux, comme op- 
posés par le sommet : donc GE = ge, GD = gD. 
Maintenant les triangles ECG eteCg sont égaux, parce 
que les angles GEC et geC sont égaux, comme appar- 
tenant aux triangles ECF , eCf, isocèles et égaux, que 
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les côtés CE et Ce sont égaux, comme faisant partie , 

des mêmes triangles , et que les côtés GE et "c le sont 
aussi comme appartenant aux triangles EDG et eDg \ 
donc CG = Cg\ donc CD , située dans le plan du 
triangle GCg, est perpendiculaire sur GZ) ( 3 o). 

197. Remarque. La ligne CD tombant à angle droit 
iur toutes celles que l’on peut mener par son pied dans 
ce plan , et n’inclinant par conséquent d’aucun côté 
vers le plan , lui est perpendiculaire, 

THÉORÈME. 

198. Si trois droites, ED, FD, GD , Gg. log, iont FIG. 
perpendiculaires à une même droite CD , par un même 
point D, elles sont toutes les trois dans un même plan 
perpendiculaire à cette dernière. 

Démonstration. Si cela n’était pas , on pourrait, par 
les deux droites ED et FD, mener un plan AB auquel 
CD serait perpendiculaire , et qui couperait le plan 
GDC mené par GD et CD, dans une droite G'D 
qui serait aussi perpendiculaire sur CD ( 196) ; on 
aurait donc alors, sur la même droite CD, par le meme 
point D , et dans lé même plan , deux perpendiculaires 
GD et G'D , ce qui est impossible ( 3 a). 

9 . 

. THÉORÈME. 

199. Par vn point pris soit hors d'un plan, soit 

sur ce plan , on ne peut mener qu’une seule perpendi- 
culaire à ce plan ; et par le même point d'une droite , 
il ne peut passer qu'un seul plan perpendiculaire à cette 
droite. , I 

Démonstration. Le premier cas de la proposition est 
presque éyident par lui-même; car si par le point C, 

Jig. 108, on pouvait abaisser sur le plan AD une autre FIG. u4, 
perpendiculaire que CD , CG par exemple , cette 
(Iroite serait aussi perpendiculaire sur GD, et le triangle 

I 5 
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CGD aurait deux angles droits , conséquence ab- 
• surde ( 5a ). 

Dans le deuxième cas, si pat la seconde perpendicu- 
71U. 109. laire Ç'D,Jig. 109 , et par la première CD , on faisait 
passer un plan , il faudrait que les deux droites CD et 
CD fussent en même temps perpendiculaires à la 
droite DE, dans laquelle il rencontrerait le plan AB ^ 
conséquence encore absurde. L’énoncé de la proposi- 
tion est donc vrai dans ses deux premières parties. 

A l’égard de la troisième , si par le point D ,on pou- 
vait mener , perpendiculairementà CD , un- autre plan 
que AB , et dont la section avec le plan G'DÇ fut GD, 
il s’ensuivrait que deux droites G'D et GD , comprises 
dans le même plan que CD, seraient perpendiculaires 
au même point de cette droite , ce qui est absurde (3a). 

' THÉORÈME. 

300. Les obliques qui s'écartent également de la 
perpendiculaire à un plan, sont égales; celles qui s'écar- 
tent le plus sont les plus longues , et la perpendiculaire 
est la plus courte de toutes les droites que l'on peut 
mener d'un point donné à un plan. 

riG. 110. Démonstration. Laperpendiculaire étant CD 1 10, 
:*j^ous les points situés sur la circonférence du cercle 
EF, décrit du point D comme centre , sont également 
éloignés du point C, puisque les angles en D étant 
droits, les triangles CDEet CDF seront égaux comme 
ayant le côté CD commun et les côtés DE,DF , égaux; 
donc CE = CF. 

a°. Si on joint le point G, extérieur au cercle , avec 
le centre D, la droite GC, située dans le meme plan 
que les droite» CF et CD , sera plus longue que CF 

(37)- 

3°. La ligne CD , évidemment plu» courte que CF, 
sera nécessairement plus courte que toute» celles qua 
j’pn peut mener du point C sur le plan AB. 
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aol . Remarques. Chaque point de la droite CD , étant 
également éloigné de tous ceux de la circonférence EF, 
peut être employé à la description de cette circonfé- 
rence , comme le centre D. 

C'est par ce moyen qu’on 'jd>aisierait une perpendi- 
culaire sur un plan , par un point extérieur : on décri- 
raitd’abord du point C, sur le plan ./iB, un cercle dont 
on chercherait le centre D -, en le joignant ayec le 
X>oint C, on aurait la droite CD perpendiculaire sur 1 » 
plan AB. 

La perpendiculaire CD étant la plus courte ligne qua 
l’on puisse mener du point C sur le plan AB, oiTre la 
mesure naturelle de la distance du point C à ce plan. 

THÉORÈME. ' 

aoa. Si d’un point C de la droite CG, oblique au 
plan AB, fig. 1 1 1, on abaisse sur ce plan la perpendi- FIG.ni, 
culaire CD , et que Con joigne les points G et D, par 
une droite , la droite EF , menée dans le plan AB , 
perpendiculairement à GD , sera 'aussi perpendiculaire 
sur CG. 

Démonstration. Ayant pris GE = GF, et tiré les. 
droites ED , FD , dans le plan AB , on aura ED-=z 
FD (ay). Menant ensuite les obliques CE et CF, elles 
seront égales , puisqu’elles s'écarteront également de la 
perpendiculaire ( aoo ) •, mais en les considérant par rap- 
port à CG , dans le plan ECF , elles s’écarteront éga- 
lement du pied G de la droite CG , qui sera par con- 
séquent peipendiculaire sur EF 

THÉORÈME. 

eo 3 . Une droite DE, Eg. iia, située hors d’unFIG. ux 
plan AB , mais parallèle à une ligne quelconque AC 
menée dans ce plan, ne le rencontre point, quelque 
prolongée qu'on la suppose , et est en même temps pa- 
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raUèle à toute droite BF menée dans le plan AB parat-^ 

lèlement à AC. 

Démonstration, i®. La droite DE se trouvant avec 
]a droite AC dans un même plan AD , ne pourrait ren-. 
contrer le plan AB, que dans son intersection avec le 
précédent, c’est-à-dire sur AC ; mais par l’hypothèse y 
DE ne pouvant rencontrer AC , ne rencontrera pas 
non plus le plan AB. 

■ • 2°. Si par la droite DE et par l’un des points B de 
la droite Æ/î’, supposée parallèle à .<^C, dans le plan 
AB , on mène le plan Df, la droite Bf sera nécessaire- 
ment parallèle à DE, puisqu'il vient d’être prouvé que 
DE ne saurait rencontrer le plan AB dans lequel Bf 
est aussi contenue; et d’après ce qui précède , la 
ligne parallèle à DE, ne pouvant pas non plus 
rencontrer le plan Df qui contient cette dernière , ne 
saurait par conséquent rencontrer la âro\te,Bf qui s’y 
trouve aussi. Les droites AC et Bf contenues dans le 
même plan AB , ne se rencontrant point, seront donc 
parallèles ; et comme on ne peut mener par le point B 
iju’une seule parallèle à AC (40 ), il s’ensuit que B/se 
confond avec BF , ou que DE est parallèle à BF , 
•deuxième partie de la proposition, 

2o4- Corollaire. Il est évident par là que deux droites 
et /ÎF, parallèles à une troisième sont parallèles 
entre elles; car en imaginant un plan AB , qui passe par 
la droite B F et la droite AC ,\a droite DE remplira 
les conitions de l’énoncé du théorème ci^^essus. 

' THÉORÈME. 

2o5. Les angles BCD et EAF, qui ont les côtés 
parallèles et l'ouverture tournée dans le même sens , 
sont égaux , quoique situés dans des plans dijferens- 

Démonstration. Si par les côtés parallèles CD etAE, 
ÇB et AF, on fait pasSer deux plans AD et AB , qu’oq 
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prenne CD — AE , CB -z^AF , et qu’on mène DF., 
BF,DB ,EF, les figures ACDE, ACBF, seront dei 
parallélogrammes (79) ; les côtés ED et BF seront 
par conséquent égaux à AC , parallèles entre eux (n* 
précédent ) , et formeront un parallélogramme dans 
lequel on aura DB ~ EF. Les triangles DCB et AEF, 
ayant donc leurs cotés égaux chacun à chacun , seront 
égaux et donneront BCD—EAF. 

THÉORÈME. 

aoG. Si dans chacun des plans AB et AD , on mène , 
par un point quelconque H de leur commune sec- 
tion AC , des droites IH et HG , respectivement perpen~ 
diculaircs à cette commune section , et que l'angle IHG 
qu’elles Jorment entre elles soit égal à l’angle ihg que 
forment les droites ih et hg , menées de la mépie 
manière dans les plans ab et ad , par rapport à la com- 
mune section ac de ceux-ci, on pourra faire coïncider 
les deux premiers plans avec les deux derniers. 

Démonstration. Si l’on applique le plan ab sur AB , 
de manière que ac tombe sur AC, et que le point h 
soit sur le point H, la droite hg coïncidera nécessaire- 
ment avec HG , puisque les angles ahg et AHG sont 
tous deux droits. De plus , les droites IH et HG , per- 
pendiculaires à AH, déterminent un plan GHI perpen- 
diculaire à cette droite (198); les droites iA et gh ea 
déterminent pareillement un autre ghi, perpendiculaire 
à ah. Mais lorsque ah est confondue avec AH , les 
plans GHI et ghi doivent se confondre aussi , sans quoi 
il serait possible de mener par le même point H deux 
plans perpendiculaires à la même droite (199)', et comme 
les angles GHI et ghi sont égaux par l’hypothèse , il s’en- 
suit que h g coïncidant avec HG, ih doit aussi coïn- 
cider avec IH\ d’où il est évident que les plans ad et 
AD coïncident aussi, puisque les deux droites ah etih, 
placées dans le premier, se confondent avec les deux 
^o\\es AHet III , placées dans le second (194)- 
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207. I" Corollaire. Il suit de là que l’espace compris 
entre deux plans AB et AD, qui se coupent, considéré 
entre ces limites , peut, quoiqu’indéfini dans les autres 
sens, être comparé a tout autre espace terminé de la 
même manière. Cet espace, qui est à l’égard des plans 
ce que l’angle est à l’egard des droites (7), constitue 
l’angle de ces plans , et en mesure l’inclinaison (*). 

Je le nommerai désormais angle dièdre, c’est-à-dire 
angle à deux faces , et je le désignerai par quatre lettres 
dont les deux du milieu marqueront la commune sec- 
tion des plans , ou l’arête de l’angle dièdre. L’angle 
FIG.iiS.fQj-njé par les plans AB et AE , Jig. 1 15 , qui se ren- 
contrent suivant la ligne AG, sera l’angle dièdre BGAE 
on DHGC. 

Il suit encore du n® précédent , que l’angle CRD , 
formé parles droites HD et HC , menées perpendicu- 
lairement à la commune section AG, des plans AB et 
AE , est la mesure naturelle de l’angle dièdre qu’ils com- 
prennent entre eux; car il est visible que si l’on fait tour- 
ner le plan AC autour delà droite AG , commune sec- 
, tion des deux plans proposés, ou arête de l’angle dièdre , 
la droite HC , qui coïncidera avec HD, lorsque le plan 
AC sera couché sur AB , décrira dans ce mouvement 
un plan perpendiculaire à AG (198), et viendra se 
placer en HF, dans le prolongement de HD, lors- 
que le plan AC se trouvera dans celui de AB\ ensorte 
que l’angle CHD commence , augmente et finit avec 
celui des plans. De plus , si l’on compare l’angle de 
deux plans a b et ae , avec celui de deux autres plans 
ABeXAE, on trouvera que le rapport de ces angles 
dièdres est le même que le rapport des angles c A et 


(*) On le nomme ordinairement anffle plan ; mais celte expression 
est tiès-Ticiensc , car elle jiMffrc que l’idée d’un angle contenu dans 
»n plan , et par conséquent celle de l’angle formé par deux droites- 
Lc mot dtidre est composé de deux moU grecs , dont le pveiuier 
signifie deux , et le second face an base. 


*: 
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CIID. En eiïet, lorsque ces angles sont commensura- 
blés entre eux , qu’on les divise en parties qui soient 
aliquotes de l’un et de l’autre , par des droites hd! , 
my , IID" , et que l’on mène , par la commune section 
a g et par Arf' , le plan ad' , par la commune section 
■yf G et par Jliy , IID" , les plans AI^ , AD" , on for- 
mera d’une part les angles dièdres dhf'd',d'h^c, et 
de l’autre les angles dièdres DHGD', D'UGD", D"HGC, 
qui seront tous égaux (aoG)-, et l’angle dièdre dh^c 
sera à l’angle dièdre DHGC corame\e nombre des parties 
contenues dans l’angle c A d est au nombre des peuties 
contenues dans l’angle CHD. 

St les angles dièdres bgac et BGAC n’étalent pas 
çommensurables entre eux, un raisonnement absolument 
semblable à celui du n° 1 09 , prouverait que leur rapport 
ne saurait être ni plus petit ni plus grand que le rapport 
des angles cAd et CHD. 11 résulte donc delà que 
V angle dièdre a pour mesure l’angle plan formé par 
deux droites menées dans chacune de scs faces , per- 
pendiculairement à leur commune section et par un 
même point de cette droite. 

Il est évident que les angles dièdres iouissent des 
mêmes propriétés que les angles plans qui les mesurent ; 
les angles dièdres LGHI et BGHC , par exemple , op- 
posés par l’arête GH , sont égaux, puisqu’ils ont pour 
mesures les angles plans CHD et IHF, opposés par 
le sommet. 

208. Il’ Corollaire, ünplan <?/? mené par laligneFG 
perjtendiculaire au plan AB ,fig. ii 4 > ne penche d'an-pK^, 
cu^ côté de ce dernier, auquel il est par conséquent 
perpendiculaire ; car si on raène dans le plan AB , per- 
pendiculairement à CE , la droite FK , et qu’on la proj- 
longe en A'', les angles GFK et GFK' , étant droits ( 1 96), 
il résulte du numéro précédent que les angles dièdre* 
BECD et ACED, formés par le plan CD, sur les deux 
parties AE et CB du plan AB , sont égaux comme 
droits. 
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_ II est visible que par la droite CE , prise dans le plan 

AB , on ne peufélever perpendiculairement sur ce plan 
que le seul plan CD. 

THÉORÈME. 

20g. Si par un point quelconque de la commune 
section CE des deux plans AB , CD , qui se rencon- 
trent à angle droit, on élève , perpendiculairement au 
premier , une droite FG , cette droite sera comprise 
dans le second, 

' Démonstration. En effet si elle n’y était pas , on 
pourrait encore par cette ligne et par la ligne CE 
mener un second plan perpendiculaire à AB , cè qui est 
absurde (n° précéd.). 

La droite EG est d’ailleurs perpendiculaire sur la 
commune section ( n“ jgG ). 

210. Corollaire. Il suit de là que l'intersection GH 
FIü. iiS./îg;. ii 5 , de deux plans CD et EF , perpendiculaires 

à un troisième AB , est perpendiculaire à ce dernier; 
car la perpendiculaire élevée par le point G du plan AB, 
devant , par le n° précédent, se trouver en meme temps 
dans le plan CD et dans le plan EF, ne peut être que 
leur commune section GH. 

'THÉORÈME. 

211. La droite FG , fig. ii 4 , menée perpendicu- 
lairement à CE dans le plan CD , qui rencontre AB 

' ' à angle droit , est perpendiculaire à ce dernier. 

Démonstration. Si, par le point F, on mène dans le 
plan AB , la droite FK perpendiculaire à CE, l’ai%le 
GFA sera nécessairementdroit, puisque le plan CD est, 
par rhjrpothèse, perpendiculaire sur AB (208). Laligne 
GF se trouvant donc en même temps perpendiculaire 
aux deux droites CE et FK, menées dans le plan AB , 
sera aussi perpendiculaire à ce plan (ig6). 
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THÉORÈME. ■ , 

aia. Deux droites FG et HI , perpendiculaires à un 
tnême plan , sont parallèles entre, \elles; et réciproque- 
ment , si la droite FG est perpendiculaire au plan AB , 
et que HI soit parallèle à FG , HI sera aussi perpen- 
diculaire au plan AB. 

Démonstration. Si on joint les points F et H par la 
droite CE , et que l’on mène par cette ligne et par la 
ligne FG, le plan CD, qui sera perpendiculaire à. AB, 
il comprendra la droite HI , puisqu’elle est aussi per- ' 
pendiculaire à AB (aog) ; et cette dernière se trouvant 
alors dans le même plan que FG et perpendiculaire à la 
même droite CE, sera parallèle à FG (09). 

Réciproquement, si les lignes FG et HI sont parallèles, 
le plan CD qui les contiendra sera perpendiculaire sur 
AH, lorsque l’une d’elles , FG par exemple , sera per- 
pendiculaire sur ce dernier; et comme en vertu du 
parallélisme l’autre droite HI se trouvera perpendicu- 
laire sur CE aussi bien que FG , elle sera perpendicu- 
laire au plan AB, d’après le n° précèdent. 

THÉORÈME.*’^ 

ai 3 . Deux plans perpendiculaires aune même droite v 

GH, fig. iiG, Tte sauraient se rencontrer. FIG. iiG. 

Dèmonstrn/ion. S’ils se rencontraient en effet, et que 
l’on joignît l’un des points de leur commune section , 
qu’on suppose être EF, avec les points G et //, où la 
perpendiculaire GH les rencontre , les droites HF et GF, 
qui, partant d’un même point, formeraient un triangle 
avec GH , seraient nécessairement dans le même plan 
avec cette dernière, et comme elles devraient la rencon- 
trer à angles droits ( 1 96) , il s’ensuivrait que d’un même 
point on pourrait abaisser dans le meme plan deux per- 
pendiculaires sur une droite, ce qui est absurde ( 3 a)! 

ai 4 - Deux plans perpendiculaires à une meme droite, 
ne se rencontrant point, sont parallèles entre eu.x, 
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i4a 

31 5 . Lorsque deux plans parallèles AB et CD, 
FIG. ny.fig. 1 17, sont coupés par un troisième FH , les inter- 
sections EF et GH, sont parallèles entre elles. 

Démonstration. Il est visible que les droites EF et 
GH, comprises dans le même plan FH , ne peuvent se 
rencontrer, quelque loin qu’on les prolonge, sans que 
les plans AB et CD, qui les contiennent respectivement, 
ne se rencontrent aussi , ce qui ne saurait arriver puis- 
qu'ils sont parallèles. 

316. Corollaire. Il suit de là, i“. que deux plans pa- 
rallèles ont leurs perpendiculaires communes ; 

2°, Que ces perpendiculaires sont égales, d’où il résulte 
que la distance des plans parallèles est la même dans 
tous leurs points. 

FIG. ti8. En effet , si on élève sur le plan AB , Jiff. n 8 ,* la 
perpendiculaire GH, et qn’ontire par son pied les droites 
GL et G/, les plans LGH et IGH couperont les plans 
AB et CD , suivant des droites HM et HK , parallèles 
aux droites GL et G/, et par conséquent perpendicu- 
laires comme ces dernières à GH\ donc (19G) GH est 
perpendiculaire au plan CD en meme temps qu’au 
plan AB. 

En second lieu , si on élève encore sur le plan AB 
la perpendiculaire RS , et que l’on conçoive le plan 
GRS, la ligure GHSR sera un parallélogramme rec- 
tangle (3 i 5), et donnera par conséquent GHz=RS. 

THÉORÈME. 

217. Si deux droites qui se coupent sont parallèles 
à deux autres droites qui se coupent , le plan dtier- 
miné par les deux premières sera parallèle à celui que 
déterminent les deux autres. 

Démonstration. En effet , si les droites HM et H K 
sont parallèles aux droites AP et AN, et que l’on abaisse 
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dti point //, perpendiculairement au plan AB ,\a. droite 
GH , elle sera perpendiculaire sur chacune des droites 
GL et GT , menées dans ce plan parallèlement aux 
droites AP et AN, et qui seront parallèles aux droites 
HM et HK (ao 4 ) la ligne GH sera donc aussi perpen- 
diculaire sur ces dernières, et par conséquent sur le plan 
CD qu’elles déterminent (196) : les plans AB et CD 
étant alors perpendiculaires à la meme droite GH , 
seront donc parallèles (ai4)- 

ai 8. Corollaire. Il suit de là que par deux droites ffÇ 
etGIyJi^. 119, qui, ne se coupant point et n’étant piG- ng* 
point parallèles , ne sauraient être comprises dans un 
même plan , on peut toujours faire passer deux plans 
parallèles , dont la plus courte distance donne celle des 
deux droites proposées. 

En effet , si l’on mène par un point quelconquè T 
de la droite AfÇ, une ligne 7 ’Z> parallèle à G/, et par un 
point quelconque R de la droite GI, une ligne RO pa- 
rallèle à HQ , les droites HQ et TD , respectivement 
parallèles aux droites RO et G/, détermineront un 
pian parallèle à celui qui passera par ces dernières. 

Il est visible que les droites HQ et GI ne peuvent 
s’approcher de plus près que ces plans. 

219. Remarque. Si par un point quelconque /{de 
la droite G/, on mène une perpendiculaire /JS sur le plan 
CD, le plan GS, passant par SR et par G/, sera en 
même temps perpendiculaire jur CD et sur AB (216), 
rencontrera le premier , suivant une droite HK paral- 
lèle à GI (ai 5 ) , et qui coupera la droite HQ au point 
H , où celle-ci s’approche le plus de GI\ car si du 
point H on abaisse sur GI la perpendiculaire HG, elle 
sera perpendiculaire au plan AB (211) et par consé- 
quent aussi au plan CD (n 1 b') ; elle mesurera donc la plu.s 
Courte distance des plans et des droites. 

Il faut bien observer qu’elle est perpendiculaire en 
même temps aux deux droites proposées et GI (196). 
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THÉORÈME. 

220. Deux droites GH et IR , comprises entre deuM 
isn plans parallèles AB et EF , fig. 120, sont toujours 

coupées en parties proportionnelles , par un troisième 
plan CD parallèle aux deux premiers. 

Démonstration. Pour le prouver , on joindra d’abord 
le point H et le point / par une droite HI , puis on tirera 
dans le plan CD , par les points L , M, N, où les droites 
CH, HI, JK, le rencontrent, les droites LM et MN t 
que l’on pourra considérer comme les intersections du 
plan CD avec les plans triangulaires GHI , HIK, et qui 
.seront par conséquent parallèles aux droites G J et HK , 
dans lesquelles GUI rencontre AB, et HIK rencontre 
ÉF (piSj. Le triangle GHI ayant donc Ses côtés GH 
et HI coupés par la ligne LM parallèle à GI, donnera 

HL : LG HM\ MI, HL : HG :: HMX HI-, 
MN étant parallèle à HK , le triangle HIK donnera 

HM : MI :: kn : m, hm : hi kn ; ki, 

d’où l’on conclura, conformément à l’énoncé , 

HL ; LG :: KN : ni, hl : hg :: kn : ki. 

221. Lorsque plusieurs plans AS B, BS C, CSD, DSE, 
TlG.iii.ESF, FSG, GSA , Jig. 121 , qui passent par le même 

point S", se rencontrent deux à deux , l’espace qu’ils 
comprennent entre eux , indéfini dans le sens opposé au 
point S, se nomme ordinairement angle solide, mais je 
crois devoir l’appeler angle polyèdre ou angle à plu- 
sieurs faces , par la raison que j ai déjà donné le nom 
d'angle dièdre , ou angle à deux faces , à celui que 
deux plans forment entre eux (■*"). Cette nomenclature 


(^) On verra plus bas des raisons assez fortes pour bannir de lal 
Géométrie le mot solide f dont la signification la plus connue dans^ 
notre langue, >x-pond h une idée très-différente île celle qu'on y 
nitaclic en Géométrie. 


offre 
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offre d’ailleurs l’avantage de distinguer les angles de ce 
genre, parle nombre de leurs faces. L’angle à trois faces 
Sj 4 BC ,fig. 122, sera nommé angle trièdre; un angle flG. 
qui aurait quatre faces serait un angle tétraèdre ; l’angle 
SABCDEFG de la fig. 121 est un angle eptaèdre. FIG. 

Le point S où se rencontrent toutes les faces de l’angle 
en est le sommet ; leurs intersections successives S A, SB, 

SC, SD, SE, etc. sont les arêtes de l’angle. Ce qui cons- 
titue l’angle polyèdre SABCDEFG , et le distingue de 
tout autre angle composé du même nombre de faces, 
ce sont les angles plans ASB , BSC , CSD , etc. formés 
par ses arêtes consécutives , et les inclinaisons respectives 
de ces faces, ouïes angles dièdres qu’elles forment entre 
elles. 

Il y a donc dans l’angle trièdre six choses à considé- 
rer, savoir : trois angles plans et trois angles dièdres. 

THÉORÈME. 

222. La somme de deux quelconques des angles 
plans qui composent un angle trièdre est toujours plus 
grande que le troisième. 

Démonstration. Si les angles plans ASB, ASC, BSC, 
fig. 122, étaient égaux entre eux, la proposition serait fig- 
évidente par elle-même. Dans le cas contraire, soit ASB, 
le plus grand des trois ; on y mènera la droite SD de 
manière que l’angle ASD soit égal à ASC-, on prendra 
SD=SC, et on tirera les droites ADB,AC, BC. Les 
deux triangles ASC et ASD seront égaux, puisque les 
angles ASC et ASD , égaux par construction , se trou- 
veront compris entre des côtés respectivement égaux; on 
aura donc AC=AD-, mais AC-\-BC^ Ab\iS) , ou 
AC+BC'^AD-^BD'. retranchant de part et d’autre 
les lignes égales AC et AD, il en résultera BC'^BD. 

Or les triangles BSC et BSD ayant les côtés SC et 
SD égaux entre eux et le côté SB commun, l’angle 
BSC, opposé au côté B C plus grand que BD, surpassera 

Géométrie. 8 * édition. K. 
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nécessairement l’angle BSD opposé à ce dernier (ig); 
d’où il est évident que ASC •+■ BSC= ASD BSC 
•impasse ASD •+■ BSD ou ASB. 

THÉORÈMK. 

323. Si deux angles trièdres S ABC, S'A'B'C', 
fie. ,i 3 _ fig. 123, sont formés de trois angles plans égaux 
chacun à chacun , les angles dièdres compris entre les 
angles plans égaux seront égaux; c'est-à-dire, que 
les faces semblables seront également inclinées entre 
elles dans chacun des angles trièdres proposés (*). 

Démonstration. Soit ASB=A' S' B', ASC=A'S' Cf, 
BSC—B'S' C'; si, sur les arêtes Æ5 etB'S" parlesquelles 
•e joignent des angles plans égaux , on prend BS=dB'S', 
et que parles points B et B', on conçoive des plans ABC, 
A' Bl C , perpendiculaires à ces arêtes , les triangles BSC, 
ASB, étant rectangles en B, comme les triangles B'S' C , 
A Sf B! ,\e sont en Bf , seront égaux à ces derniers, à cause 
de l’égalité des côtés BS et B'S , et de celle des angles 
BSC et B'S C, ASB et ASS (i8) : on aura donc 

SC=SC, SA=SA, BC=xB'C, AB=AS. 

Mais comme AS C=A'S'C, les triangles ASC et A S'Oi 
•eront égaux(i G), et donneront par conséquentv^ C-=A' C. 
Enfin les trois côtés des triangles ABC et AB'C étant 
égaux , les angles ABC et A SC , qui mesurent les 
angles dièdres formés par les plans BS C et ASB, SS C 
et ASS ( 2 oG), seront égaux comme le porte l’énoncé 
de la proposition. • 

Obs. Pour que le plan ABC puisse rencontrer 1 es 
arêtes SA et SC , il faut que les angles ASB et BSC 
soient aigus. Si un seul, on tous les deux étaient obtus, 
on prolongerait au-delà du point S, soit l’une des arêtes 

(*) Ce ihêortme et le tuiTant «ont extraits de l’édition d’Eu- 
clitle donnée par Robert Simson, qui les a démontrés le premier, 
pour remplir une lasuue que piéseoMil le II* lirre des Eléracas 
d’Euclide- 
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, soit toutes les deux. Ces prolongemens don- 
neraient un nouvel angle trièdre , dans lequel l’angle 
dièdre formé sur l’aréte SB , serait ou le supplément de 
CSBA , ou la continuation de cet angle (207). La même 
construction opérerait un changement analogue sur 
l’angle trièdre S’A'B'C. 

Il peut encore arriver que l’un des angles ASB , 
BSC soit droit, ou que tous deux le soient; et alors 
la prolongation des arêtes ne lève pas la dilRculté, 
parce que celles qui sont perpendiculaires à SB , étant 
parallèles au plan ABC , ne le rencontrent d’aucun 
côté. Quand les deux arêtes AS et SC sont en même 
temps perpendiculaires à SB, leur angle ASC mesure 
l’inclinaison des plans SBA et SBC- il en est de 
même dans le second angle trièdre , et la proposition 
«St évidente par elle-même. 

Si un seul des angles ASB , BSC est droit, le pre- 
mier , par exemple , on mènera le plan perpendiculaire 
k.SB ,Jig. 124 , du côté où la troisième arête SC fait,nG. 
avec celle-ci , un angle aigu: il rencontrera cette arête 
dans un point C, duquel on abaissera la perpendicu- 
laire CD sur le plan BSA-, on tirera parallèle 
kSB , et l’on joindra les points A et C. En effectuant 
une pareille construction sur l’angle trièdre S' A' B' C , 
après avoir pris S' B'=SB,’]es triangles SAC et S' A' C 
seront égaux ; par conséquent CA-==. C A! ; les rectangles 
BS AD et B' S' A ' seront aussi égaux; donc AD—AU-^ 
et les triangles CAD, C A' D', rectangles en D et Z/, 
ayant , chacun à chacun , deux côtés égaux , dont un est 
hypoténuse, seront égaux ( 34 ). 11 suit de là que CD 
= C'£>', que les triangles ÆC£> et B'CL/ eeront égaux, 
puisque BD = B'D^ , et que par conséquent les angles 
CBD et C B'D' , qui mesurent les inclinaisons des plans 
ASB et BSC, A'S'ff et B' S' O seront égaux aussi. 

M. Vecten, professeur au Lycée de Nismes, m’a 
fait remarquer qu’en menant par le sommet S le plan 

Ka 
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perpendiculaire à l’arête SB , on pouvait former une 
construction applicable à tous les cas; mais la figure 
étant un peu plus difficile à concevoir que la figure i a3 , 
j’ai cru devdlr conserver encore ici la démonstration de 
K. Simson. 

THÉORÈME. 

FIG. is3. 224 * Deux angles trièdres S ABC et S" A"B''C*, fig. 1 23, 
formés par trois angles^lans égaux et semblablement 
disposés entre eux , sont égaux dans toutes leurs parties. 

Démonstration . Eln effet , ayant fait coïncider les faces 
égales ASB et A" S" B", par les arêtes AS et A“S", les 
faces égales AS C etA“S"C, qui sont également inclinées 
sur les précédentes (n° précéd.), coïncideront aussi ; et 
à cause de l’égalité des angles plans ASB , A“S“ B", ASC, 
A" S" C, les arêtes SB et S" B", SC et 5“ 6’", coïncideront, 
et par conséquent aussi lesfaces BSC et B"S“C" , déter- 
minées par ces arêtes. 

225. Remarque. Il est bien important d’observer que 
la coïncidence des angles trièdres ne peut avoir lieu que 
dans le cas où les faces égales sont semblablement pla- 
cées dans l’un et dans l’autre ; c’est-à-dire Iqrsque tous 
deux étant posés sur des faces égales , et ayant leur 
sommet tourné du même côté, les angles dièdres égaux 
sont ouverts dans le même sens , ainsi que cela arrive à 
l’égai'd des an^es S ABC et S"A“B"C‘', mais non pas à 
l’égard des angles 5yf.flCet S' A' B'C .Daonsce dernier, 
l’angle dièdre CB'S'A', compris entre les angles plans 
A' S' B ' , B' SC , a son ouverture en sens contraire de 
celle de l’angle dièdre CBS A , qui lui est égal comme 
compris entre les angles plans ASB, BS C , respective- 
ment égaux aux précédens ; et l’on voit bien qu'il est 
impossible de faire coïncider ces deux angles trièdres. 

L’égalité des triangles C et A'B'C , sur laquelle 
repose celle des angles dièdres formés par des angles 
> plans égaux , subsiste toujours, parce que si on les coo- 


Digilized by Google 



DE GÉOMÉTRIE. l4<) 

çoit détachés de l’angle trièdre , on peut retourner le 
plan du second pour l’appliquer sur le premier, renver- 
sement qui ne peut avoir lieu à l’égard des angles po- 
lyèdres. On ne peut donc conclure l’égalité des angles 
trièdres S ABC et S' A' B' C que de celle de leurs parties 
constituantes , et parce qu’il n’y a pas de raison pour 
qu ils diffèrent l’un de l’autre , étant formés des memes 
angles plans et des mêmes angles dièdres. 

Comme leur différence ne résulte que d’une simple 
transposition de p>arties , c’est-à-dire de ce que l’ordre des 
angles plans de l’un ktacaX. ASB , ASC , CSB, celui des 
angles correspondans de l’autre est A' S' B , CSB', 
A' S C , je croisqu’on pourrait les nommer angles ti'ièdres 
inverses l’un de l’autre , et dire en conséquence que , par 
rapport à l’espace qu’ils renferment, deux angles trièdres 
inverses l’un de l’autre sont égaux (*). 

Il y aurait encore à examiner plusieurs cas d’égalité 
dans les angles trièdres , mais je me bornerai à celui 
du n° précédent , qui suffit pour mon objet. 

THÉORÈME. ^ 

aaS. Jxi somme des angles plans qui composent un 
angle polyèdre couvexe , c'est-à-dire dont toutes les 
arêtes sont saillantes ou extérieures , mais d'ailleurs 
quelconque , est toujours moindre que quatre droits. 


(*) M.LeRendrc, h qui l’on doit la remai*quc ei IVclaircissement 
de la difBciiltc que présente Pégalité des angles triêtlrcs inverses, Je» 
Borome symvtriqueiy parce qn’il les considère comme construits 
de différensc^tès d’un même plan. Eu cfTet, si l^on retournait Pangle 
U'ic’drc S" A'IÏO pour le placer au-dessous de cir 

, en faisant coïncider l’angle plan yf S'B' avec son égal 
par les arêtes correspotidames A' S* et et 

STS" y les deux angles. trièdres présenteraient de ebaque côté du plan 
A'S'H' des espaces symétriques. M. Legendre a donne U cctle i<^ee 
ingénieuse des devcloppemens qui jettent un grand jour sur la 
théorie des polyèdres (ou corps ù faces planes), et pour Icsqitei» 
je renNoie à son ouvrage. 
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Démonstration. Si l’on ferme l’angle polyèdre SAB 
tlG. laS. CDE ,fig. ia 5 , par un plan quelconque , les côtés du 
polygone ABCDE , formé par les intersections de ce 
plan avec chacune des faces de l’angle polyèdre proposé, 
changeront ces faces en autant de triangles. Eln consi- 
dérant séparément l’angle trièdre BACS , on a 

SBA + SBC'>ABCia 2 a), 
l’angle trièdre CBDS donne de même 
SCB + SCD > BCD, 

et ainsi des autres : la somme des angles SAB, SBA , 
SBC, SCB , etc. formés sur les côtés AB, BC, etc. des 
triangles ASB , BSC , etc. surpassera donc celle des 
angles intérieurs du polygone ABCDE , et vaudra par 
conséquent plus de deux fois autant d’angles droits que 
ce polygone a de côtés moins deux , ou que l’angle po- 
lyèdre a de faces moins deux (8a). Si on retranche cette 
somme de celle de tousles angles des triangles S AB, SB C, 
SCD , etc. composée d’autant de fois deux angles droits 
que l’angle polyèdre a de faces, il restera nécessairement 
moins de deux fois deux angles droits ou de quatre angles 
droits, pour la somme des angles plans ASB , BSC , etc. 
formés au sommet S de l’angle polyèdre S AB CDE. 

DES COUPS TEniumÉs par des plans. 

aay. Les corps terminés par des plans se nomment 
corps polyèdres , ou simplement polyèdres. 

On ne peut fermer de toutes parts un espace par un 
nombre de plans moindre que quatre. Le corps S ABC, 
flG.iaC.Jîg'- laS, compris entre les quatre plans ASB , ASC, 
BSC , ABC , se nomme tétraèdre. 

Tout corps dont une des faces est un polygone quel- 
conque et dont toutes les autres sont des triangles 
ayant leur sommet au même point, se nomme pyramide. 
HG.i»7.Le corps SABCD£,Jig. 127, est une pyramide pen^ 
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tagonale, parce quesabase un pentagone; le 

point 5 , sommet commundestriangle» ASB, BSC ,CSD, 

DSE, ES A, est aussi le sommet de la pyramide. Le 
tétraèdre S ABC de la figure lüG est lui-même une py-TlG. xi& 
ramide triangulaire. 

Les tétraèdres sont dans l’espace , ce que les trian- 
gles sont sur un plan ; car de même qu’on fixe la posi- 
tion d’un point sur un plan , en le liant , par im triangle , 
à deux points donnés, on fixe celle d’un point dans 
l’espace, en le liant, par un tétraèdre, à trois points 
donnes. Voici les principales propriétés des tétraèdres, 
jointes à quelques-unes de celles des pyramides qui 
ont la plus grande analogie avec les tétraèdres. 

THÉORÈME.* 

. t 

338. Si les angles trièdres S et S' des tétraèdres 

S ABC , S'A'B'C', fig. 136, sont composés de tr/ang/ei FIG. nft 
égaux et semblablement disposés , ces tétraèdres seront 
égaux ; et ils le seront encore si les faces SAB et S A C 
de l’un sont égales aux faces S'A'B' et S'X'C de 
l’autre, assemblées de la même manière , et forment 
entre elles le même angle dièdre que celles-ci. 

Démonstration. 1°. Il est évident qu’en faisant coïn- 
cider la face SAB avec la face S'A'B' , les autres faces 
égales étant également inclinées sur celles-ci (s33) , 
coïncideront aussi. 

3 °. Laface5.^ficbHicidantavec5'..rf'j5', laface SAC 
coïncidera avec S' A' C l’angle dièdre CS AB sera 

égal à CS' A' B' ; et les droites SB etSCse trouvant alors 
confondues avec S'B' et S'C, les faces SBC et S'B'C'\ 
coïncideront nécessairement. 

339. On donne le nom de polyèdres semblables â 
ceux dont les faces sont des polygones semblables et dont 
les plans sont en même nombre, seml^lablement disposés 
et également inclinés les uns à Tégard des autres, ou 
forment des angles dièdres . égaux ; mais pour les té- 
tiaèdres, une partie de ces cooditions entraîne l’ autre-. 
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THÉORÈME. 

*3o. Lorsque les triangles qui forment deux angles 
trièdres homologues de deux tétraèdres , sont sem~ 
blables chacun a chacun , et semblablement disposés , 
ces tétraèdres sont semblables ; et ils le seront encore 
si deux faces de l’un font entre elles le même angle 
que deux faces de l’autre, sont en outre semblables 
' à celles-ci , et assemblées par des côtés homologues. 

Démonstration, i”. Si les triangles SAB, SAC, SBC, 
VlG.tiO.fig. laG, sont respectivement semblables aux triangles 
S DE , S' DF, S' EF, et disposés de la même manière, 
que l’on prenne sur l’arête S'D , homologue dans le 
tétraèdre S' DEF, à l’arête SA du tétraèdre S ABC, la 
partie S'A'=SA,et*(jae parle point on mène le plan 
A'B'C parallèle à DEF, on déterminera dans le tétraè- 
dre S' DEF, un tétraèdre y ^'5' C' semblable à S" DEF 
et égal à S ABC. 

En effet , il est évident qu’en vertu du parallélisme 
des droites A' B' et DE, A' C et DF, B'C et EF (ao5), 
les faces S' A' B' et S' DE, S' A' C et S'DF, S' B' C et 
S' EF, situées deux à deux dans le même plan , seront 
semblables. De plus, les triangles A' B'C et DEF, 
situés dans des plans différens , ayant aussi leurs côtés 
parallèles , et par conséquent leurs angles égaux (ao5), 
seront semblables. Les deux tétraèdres S A' B' C et 
Sî DEF Ayant donc leurs faces semblables et leursangles 
trièdres homologues formés par des angles plans égaux, 
auront , chacun à chacun , tous leurs angles dièdres 
égaux (aaS), et seront nécessairement semblables. 

Maintenant, les triangles S'A'B', S'A'C, équianglesà 
S' DE et À S' DF, par construction , et par conséquent à 
SAB etèiSAC, d’après l’hypothèse , seront égaux à ces 
derniers, puisque les deux côtés homologues C A' etSA 
sont égaux ( i8 ); on aura donc ainsi S' B' — SB , 
S'C =p SC, ce qui entraînera l’égalité des triangles 
équiangles S’ B'C et SBC , et par suite celle des té- 


Digiiized by Google 


DE GÉOMÉTRIE, l53 

traèdres SfA'B'C et S ABC (aa8). Donc enfin les té- 
traèdres S ABC et S DEF , l’un égal , l’autre sem- 
,blable sont semblables entre eux. 

3°. Si les triangles SAB et SAC sont semblables aux 
triangles S' DE et S' DF, de plus , joints par des c6tcs 
homologues à ceux qui réunissent ces derniers , et que 
l’angle dièdre CS A B soit égal à l’angle dièdre FS' DE , 
le tétraèdre S' A' B' C , construit ci-dessus, sera égal à 
iS^SC(3a8), commeayantdeuxfaces,S',/É^iî'etS’,(i' C, 

égales aux faces SAB et SAC, et formant entre elles le 
même angle dièdre que cesdemières',letétraèdreS,<rf5C 
sera donc encore semblable à S' DEF. 

THÉORÈME. 

a3i. Deux pyramides quelconques sont semblables 
lorsque toutes leurs faces sont semblables et sembla- 
blement disposées. 

Démonstration. Si lés deux pyramides SABCDE, 
S'FGHIK,ftfç. 1 27 , ont leurs faces semblables chacun»' flO- 
à chacune , il ne reste plus, pour démontrer leur simili- 
tude , qu’à prouver l’égalité de leurs angles dièdres; or, 
puisque les polygones ASCDE et FGHIK , étant sem- 
blables, peuvent être partagés en un même nombre de 
triangles semblables par des diagonales menées d’un de 
leurs angles à tous les autres , le triangle sera sem- 
blable au triangle FGH: les angles trièdres B et G se- 
ront donc formés d’angles planë égaux, et par conséquent 
leurs angles dièdres seront égaux (aaS). On ferait voir 
de la même manière l’égalité des angles dièdres appar- 
tenans aux angles trièdres C et //, D et I , etc. ■ 

2,3a. i" Corollaire. Si l’on coupait la pyramide 
S' FGHJK parun plan A' B' CD'E, parallèle à FGHIK, 
on aurait une pyramide S'A' B' C Dé E' semblable à la 
pyramide entière , car il est facile de reconnaître que 
toutes les faces de l’une seraient semblables à celles de 
l’autre, et semblablement disposées > puisque les trian- 
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gles A'B'C, A'Ciy , A'iyE y sont respectÎTemenf 
semblables aux triangles FGH, FHI, FI K, d’où il 
résulte que les bases A'B'Ciy E et FGHJK sont sem-_ 
blables entre elles. s 

Il est visible que les pyramides S A'B'C EE et 
SABCDE seront égales, si l’une des arêtes de la 
première est égale à sa correspondante SA dans la se- 
conde ; car les faces de l’une et de l’autre étant sembla- 
bles à celles de la pyramide S' FGHJK , sont semblables 
entre elles , et doivent par conséquent devenir égales 
lorsqu’elles ont un côté commun , puisqu’en vertu du 
n” i8 , des triangles équiangles sont égaux quand 
ils ont, chacun à chacun, un côté égal : de plus, les 
angles trièdres de chacune de ces pyramides, étant for- 
més d’angles plans égaux , aiuront leurs angles dièdres 
égaux ( aaS ). Par conséquent lorsque les bases 
A' EC'ryE et ABCDE coïncideront, les pyramides 
S A E Ciy E et SABCDE coiaciàaont Ans». 

En menant des plans par les sommets 5 et et par les 
diagonales AC, AD, F/Tet FI , on prouverait encore , 
avec un peu d’attention , que les pyramides SABCDE , 
S'AB'C UE et S' FGHJK sont composées d’un même 
nombre de tétraèdres semblables et semblablement dis- 
posés, et que les pyramides E C UE et SAB CDE, 

le sont de tétraèdres égaux ; d’où on pourrait aussi 
conclure que ces dernières sont égales. 

n convient d’observer que l’égalité de ces pyramides 
emporte celle des perpendiculaires SP etS'P', abaissées 
des sommets S et 5', sur les bases respectives. 

a33. a” Corollaire. Il suit de la similitude des faces 
des pyr Amidea SABCDE , E FGHJK , que les arêtes 
de ces p 3 rramides sont proportionnelles entre elles et aux 
perpendiculaires SP et EQ , abaissées des sommets sur 
les bases *, car en comparant les faces triangulaires ho- 
mologues et 5'FG, SBCetE GH, etc. on aura ces 
suites de rapports égaux; 
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SA : SF ad ; FG SB -.S'a, 

SB : yc :: bc : g/? sc : S'tf, 

(lesquelles on tirera celle-ci : 

SA : s'F SB : S'a :: sc : yff, etc. 

:: AB ; FG BC : Gff, etc. 

De plus , le parallélisme des plans A B' C U E! et 
FGHIK donne (aao), 

S'A -.S'F :: S' P' : S'Q, 
ou SA : 5'F SP ; 5'ç» 

puisque S'A'=SA, S'P'=SP-, etle rapport de SA : S'F 
lie cette dernière proportion aux précédentes. 

a34. Remarque. On peut, par le moyen de ce * 
qui précède , trouver la hauteur d’une pyramide , 
quand on connaît les dimensions d’un tronc tel que 
FGHIK A F CD' E , qui reste lors^’on en a retranché 
la partie supérieure S AB' CEE , au moyen d’un plan 
A B’ CEE parallèle à la base FGHIK. Pour cela, il 
suQit de considérer la proportion 

AB' : FG :: S'F' : S'Q, 

de laquelle on conclut 

FG — AB' : FG :: S'Q—S'P' : S'Q, 
ou FG — AB' : FG :: PQ'.S'Q -, 

les trois premiers termes de la dernière proportitm sont 
donnés par le tronc même , dont P Q est la hauteur , et 
font connaître la hauteur y Ç de la pyramide entière. 

THÉORÈME. 

a35. Lies bases des pyramides semblables S' AFCiyE'. 
et S'FGHIK. , sont entre elles comme les quartés de 
deux arêtes homologues quelconques , S'A', S'F , et 
comme les quarrés des perpendiculaires S'F et S'Q , 
abaissées du sommet sut leur plan. 
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Démonstration. Les bases étant semblables, on a 
d’abord 

A'B'CD'E ; FGHJK -, 

mais par le n° a 33 , 

AD' : FG sfA\ S F :: SE : S'ç, 
et par conséquent 

'ÂD'\ FGV.^\ Sf\\ SflSç] 

d’où il résulte 

AB'CD'E : FGUIK '.{SÂ'\ ¥f\: SË^Sq', 

ce qui contient les deux parties de la proposition. 

Il est \isible que dans les proportions obtenues pré- 
cédemment , on peut substituer, au lieu de la pyramide 
S A S CD' E' et des lignes qui lui appartiennent, la py- 
ramide égale SABCDE et les lignes correspondantes. 

aoG. Corollaire. Il suit de là que les sections faites 
. à la même distance des sommets dans deux pyramides 
quelconques, sont dans un rapport constant, quelles 
que soient d’ailleurs ces distances et les figures des bases. 
FIG lïGEn effet, si dans le tétraèdre de la figure ia6, lesdis- 
« la,. tances 5 'Ç et ^'P'sont égalés aux distances S QetS'E , 
dans la pyramide de la figure 127 , le rapport des quar- 
rés des deux premières étant égal à celui des quarrés 
des deux dernières, le rapport des triangles DEF et 
A'B'C sera par conséquent égal à celui des pentagones 
FGJIIK et A'B'C D'E ; ensorte qu’on aura 

DEF : A'B'C ;; FGHJK ; A'B'CD'E, 
en DEF ; FGHJK A'B'C : A B' CEE. 

237. On distingue encore parmi les polyèdres, sous 
le nom de prismes , ceux qui ont deux faces opposées , 
égales et parallèles , qu’on nomme bases , et dont 
toutes les autre» sont des parallélogrammes. Le corps 
FIG. 196.ABCDEFGHJK , Jig. 128, est un prisme ; sa base est 
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le pentagone ABCDE , et voici sa construction ; par le 
sommet des angles de cette base et hors de son plan, 
on a mené des droites AF , BG, etc. parallèles entre 
elles, et terminées à un plan FGHIK parallèle au plan 
ABCDE. Les arêtes AF, BG, CH, etc. prises deux 
â deux, déterminent les faces AFGB , BGUC , etc. 
qui sont des parallélogrammes , puisque les droites AB 
HG , BC et GU, sont parallèles deux à deux (ai 5 ). 

Il est visible que le polygone FGIIIK , formant la âase 
supérieure du prisme , est égal au polygone ABCDE , 
formant la base inférieure; car ils ont leurs côtés et 
leurs angles égaux chacunà chacun (ai 5 ). Par la même 
raison , la section faite dans le prisme proposé partout 
plan parallèle à sa base , sera aussi égale à cette base. 

On doit remarquer que chaque angle polyèdre d’un 
prisme n'est composé que de trois angles plans. 

Un prisme dont les arêtes sont perpendiculaires sur 
sa base, est droit; les autres sont obliques. * 

a 38 . Le prisme ABCDEFGH ,Jig. 129, qu’on dési-FIG. 
gnerait aussi par^^ G, et dont la base AB CD est un parallé- 
logramme, se nomme parallélépipède; ses faces opposées, 
ABFE, CD/IG, par exemple , sont égales et parallèles. 
Leur égalité est évidente d’après la construction du 
prisme ( aSy ) , et leur parallélbme résulte de celui des 
côtés des emi^esEAB , HDC , égaux entre eux (217). 

XHÉORÈME. 

23 g. Un polyèdre compris entre six plans , paral- 
lèles deux à deux, est un parallélépipède. 

Démonstration. Le plan ABFE coupant les deux 
plans parallèles AB CD etEFGH, suivant les droites AB 
étEF parallèles entre elles (216), etles plans parallèles 
ADHE et BCGF, suivant les droites AE et paral- 
lèles entre elles , la figure ABFE est nécessairement un 
parallélogramme. On montrerait de la même manière que 
chacune des autres faces du polyèdre AG est un parai- 
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lélogramme. a*. Les côtés AB et ZJCétant opposés dans 
le parallélogramme ABCD sont égaux; les côtés HD 
et AE, CG et BF, le sont aussi comme opposés dans les 
parallélogrammes BCGF-, enfinlesangles CDU 
et BAE, DCG et ABF, sont égaux comme ayantleurs 
côtés parallèles et leur ouverture tournée dans le même 
sens (ao5) : les parallélogrammes opposés , ABFE et 
CDHG , ayant ainsi , chacun à chacun , trois côtés et 
deux angles égaux, seront donc égaux (85). 

THÉORÈME. 

340. Si les angles trièdres B et B' des prismes AI 
piQ^iag.et A'r, fig. ia8, sont composés de polygones égaux 
et semblablement disposés , ces prismes seront égaux. 

Démonstration. Il est visible que lorsque la coïnci- 
dence des angles trièdres B et B' sera établie (334) > 1^* 
faces ABCDE et AB'CD'E, BCHG et B’C'ffG', se 
trouvant êonfondues, les droites CD et CD' , CH et 
CH' coïncideront nécessairement , à cause de l’égalité 
de ces faces. Mais les lignes CD et CU détermi- 
nant la face CDIH , et les lignes CU et C H' la face 
oorrespondante CUI'H' , il s’ensuit que ces faces coïn- 
cideront aussi. On prouverait de même que tous les autres 
parallélogrammes du prisme AI doivent se confondre 
avec ceux du prisme AT , d’où il résulte que les poly- 
gones FGHIK et F'G'ff J' K', coïncideront aussi , puis- 
que les côtés du premier se trouveront confondus avec 
ceux du second. 

u^i. Remarques. Je passe maintenant aux polyèdres 
de figure quelconque. On peut toujours, en joignant 
par des droites , le sommet d’un de leurs angles à toua 
les autres , et divisant toutes leurs faces en triangles, 
les partager en pyramides triangulaires qui ont pour 
faces des plans menés de ce point aux arêtes , et aux 
diagonales des faces du corps* proposé. L’inspection 
nG.i3o.de la fig. i3o, rend la chose évidente. Le polyèdre 
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ABCDEFG se trouTe partagé dans les cinq pyramides 
G ABC, G ABF, GAEF, GAEC, GEDC, 

dont le sommet est au point G , et qui se forment en 
joignant d'abord ce point avec les sommets A, B, C, 

D , E , des autres angles polyèdres , ce qui donne les py- 
ramides GABCDE , GABF, GAEF, ayant pour bas* 
les diverses faces qui ne font point partie de l’angle po- 
lyèdre G ; et partageant ensuite en triangles celle de ces 
faces qui a plus de trois côtés , on a les bases des pyra- 
mides triangulaires désignées précédemment. 

Je ne m’arrêterai pas à prouver que deux corps com- 
posés d’un même nombre de pyramides triangulaires 
égales et semblablement disposées , sont égaux ; -mais j* 
ferai remarquer , par analogie , avec ce qui a été dit 
sur les polygones, dans le n° 91 , qu’un polyèdre quel- 
conque est déterminé en donnant les sommets de trois 
de ses angles polyèdres, et leurs distances à tous les 
autres (aay). Il suit de làque iV désignant le nombre des 
angles du polyèdre , sa détermination absolue dépend 
des 3 ( iV— r3 ) bgnes menées aux angles du triangle 
pris pour base , et des trois côtés de ce triangle , ce 
qui fait en tout 3 iV — 6 données. 

THÉORÈME. 

a4a. Deux polyèdres qui sont composés d’un même 
nombre de pyramides semblables et semblablement 
disposées , sont semblables. 

Démonstration. Soient les deux polyèdresyf .6 CZ)£ FG , 
abcdefg , fig. i3o, composés d’un même nombre de FICI« i3e. 
pyramides semblables , 

GABCDE et gabcde , 

GAEF et gaef, 

GABF et gabf(^), 

(*} Pour aider le lecteur h conceroir let pyramides comprises dans 
chaeuades polyèdres, la première lettre designe toujours le sotu* 

■Bct, et les autres fout connaître la base. 
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dontles sommets sont aux points G, g, et semblablement 
disposées ; il faut prouver que toutes les faces de Tua 
des corps sont semblables à celles de l’autre , sembla- 
blement disposées , et forment des angles dièdres 
égaux ( aag ) . 

En jetant les yeux sur la figure , on voit d’abord que 
toutes les faces des deux polyèdres sont ou des faces 
semblables de pyramides homologues , ou composées 
d’un même nombre de ces faces , semblablement dis- 
posées entre elles. 

Les faces telles que ABCDE et abcde , sont dans 
le premier cas, puisqu’elles appartiennent aux pyramides 
G ABCDE et gabcde, situées de la même manière 
dans l’un et dans l’autre polyèdre. 

Il en est de même des faces ABF, abf, communes 
aux polyèdres et aux tétraèdres G ABF et ga bf. 

La similitude des faces DEFG et defg se rapporte 
au second cas , parce qu’elles sont respectivement for- 
mées des triangles DEG et EFG, de g et efg , ap- 
partenant aux pyramides GABCDE et GAEE, gabcde 
et gaef, dont les deux premières sont semblables aux 
deux dernières. Il en sera de meme des faces BFGC et 
bfgc, composées des triangles BCG et BFG , beg et 
bf g, appartenant aux pyramides GABCDEet G ABF, 
gabcde et gabf. 

Un semblable raisonnement prouverait la similitude 
de toutes les faces des polyèdres, en quelque nombre 
qu’elles fussent. 

On s’y prendra de même pour reconnaître l’égalité 
des angles dièdres que ces faces comprennent. Les uns 
sont égaux , parce qu’ils sont communs aux polyèdres 
et à deux pv ramides semblables : tels sont les angles 
GDEA et gdea, faisant partie des polyèdres et des 
pyramides GABCDE et gabcde ; tels sont encore 
Jes angles GEFA et gefa, appai-tennnt aux tétraèdres 
GAEF et gaef. 
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Les autres angles sont égaux parce qU’ils sont formés 
de !a réunion d’un même nombre d’angles égaux comme 
âppartenans à des pyramides semblables : tels sont les 
angles BFAE et bfae , composés respectivement des 
angles BFAG et GAFE, et bfag etgc^e, appartenans 
aux pyramides G ABF et GAEF, gabf etgaef. Le 
même raisonnement aurait lien, quel que fût le nombre 
d’anglesdes polyèdres; il pourrait arriver que ces angle» 
fussent composés de plus de deux angles des pyramides, 
mais la démonstration ne changerait pas dans ce cas ; 
on remarquera d’ailleurs son analogie avec celle da 
n' 88, qui se rapporte aux polygones (*). 

THÉORÈME. 

343 . Lorsque deux polyèdres sont semblables , ils 
peuvent être partagés en un m^me nombre de té- 
traèdres semblables et semblablement disposés. 

Démonstration. Il est d’abord évident que si dans 
les faces semblables des polyèdre» proposés , on joint 
les angles homologues par des diagonales , on formera 
sur ces faces un même nombre de triangles semblables 
et semblablement disposés. Choisissant ensuite sur les 
deux corps deux faces semblables , et prenant dana 
chacune un angle homologue , pour le joindre à tous les 
autres du corps dont il fait partie , les polyèdres pro- 
posés seront partagés en un même nombre de tétraèdres 
semblablement disposés, et dont toutes les bases seront 
semblables. 

Ces tétraèdres pourront se diviser’ en deux classes : 

(*) II fanl bi(ti remarquer que paiTai toutes les conditious com> 
• prises dans la dcfmition des polyèdres semblables, tapportée aun° aug, 
il y en a toujours quelques-unes qui résultent nécessairement des 
autres ; mais il cât été trop long de discuter en détail ces diverses 
circonstances, pour lesquelles on fera bien de consulter la dernière 
édition anglaise de l’Eiiclide de R. Siraion , ou les Eléoicns de Géo> 
métric de M. Legendre. 

Géomélne. 8' édition. L 
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les uns auront deux faces communes avet les polyèdre», 
et comprenant entre elles des angles dièdres égaux 
comme appartenant aux polyèdres ; ils seront donc 
semblables. Dans cette classe sont les tétraèdres 
OCDE et gcde , dont les faces , GDC et GDE, gdc et 
gde , sont semblables comme triangles homologues des 
faces semblables DEFG et defg des polyèdres , et 
comprenant les angles dièdres CGDE, cgde , qui ap- 
partiennent aux polyèdres. 

Les tétraèdres de la seconde classe sont composés de 
faces homologuesdes tétraèdres de la première, et com- 
prenant des angles formés par la différence d'angles 
égaux de ces tétraèdres, et d’angles égaux des polyèdres. 
De ce nombre sont les tétraèdres GAEC , gaec. En 
efl’et, la comparaison des tétraèdres GCDE et gcde , 
dont la similitude a déjà été démontrée , prouve que les 
triangles GEC et ge c sont semblables , et que les angles 
dièdres DCGE et dcge sont égaux; la comparaison 
des tétraèdres G ABC et gab c , qui ont aussi deux 
facescommunesavecles polyèdres, savoirECG et ABC 
pour le premier , b cg et abc pour le second , prouve la 
similitude des triangles ACG et acg, ainsi que l’égalité 
des angles dièdres B CG A et bcga. Maintenant si des 
angles dièdres BCGD et bcgd , égaux, puisqulls sont 
formés par des faces homologues des polyèdres , on re- 
ti'anche respectivement les angles DCGE et dcge , 
BCGA et bcga , dont on a déjà montré l’égalité, les 
angles dièdres restans , ACGE et a cge , seront égaux ; 
par conséquent les tétraèdres GAEC et gaec seront 
semblables. De pareilles considérations rendraient évi- 
dente la similitude de tous les tétraèdres qui n’ont pa^ 
deux faces communes avec les polyèdres.* 

Il est bon de remarquer la similitude des triangles 
ACG et acg , formés par les diagonales des polyèdres , 
parce qu’il en résulte que les sommets des angles po- 
Jyèdres, A , G ,C , a , g, c, homologues dans des faces 
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«emblables , sont semblablement placés, les uns par 
rapport aux autres , dans tous les plans qui les joignent, 
et qui sont eux-mêmes semblablement placés et égale- 
ment inclinés par rapport aux faces qu’ils rencontrent. 

On en conclut que les sommets de ces angles sont sem- 
blablement placés dans les deux corps , ainsi que par 
rapport aux faces homologues , et sont par conséquent 
homologues dans les corps. Cette démonstration est en- 
tièrement analogue à celle du n“ 8g , relative aux poly- 
gones. 

THÉORÈME. 

244- arêtes homologues des polyèdres semblables 
sont proportionnelles , ainsi que les diagonales des 
faces homologues , et les diagonales intérieures auX 
polyèdres. 

Démonstration. En effet, si l’on compare successive- 
ment les faces homologues BCGF et bcgf , et les 
triangles AGC et agc , on aura ces deux suites de rap- 
ports égaux : 

j3C:bc::BF:bf::FG:fg:: BGibgy. GC:gc, 
GC'.gcy.AC-.acy.AG'.ag, 

qui se lient entre elles par le rapport commun GC'. gc , 
et que l’on combinerait de même avec les suites de rap- 
ports égaux déduits .de la comparaison des autres faCe* 
homologues. 

245. Remarque. Je n’entrerai dans aucun détail sur 
la mesure de l’aire des surfaces qui terminent les po- 
lyèdres, puisqu’elles se composent de figures planes, 

, que l’on évaluera par les propositions de la II' sec- 
tion de la I" partie. J’observerai seulement que la 
tomme des aires des parallélogrammes qui enveloppent 
un prisme , sans y comprendre les deux bases , est égale 
au produit de l’une des arêtes , BG , CH, etc. de 
ce prisme , fig. ia8 , par le contour de la sectîoii H(i. ia8, 
LMNOP , faite par un plan qui leur est perpendicu- 

L a 
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laire. En effet, il suit du n” 136 que les côtés LM, 
MN , NO , etc. de cette section , sont les hauteurs des 
parallélogrammes ABGF , BCHG ,CDIH, etc. en pre- 
nant pour basesles aièteaAF,BG, CH, etc.; on aura 
donc 

ABGF= ÂF-X. LM, BCHG =TbG X , etc: 
et comme les arêtes AF , BG , etc. sont égales entre 
elles , la somme des aires des parallélogrammes qui en- 
veloppent le prisme , sera égale à l’une d’elles, multi- 
pliée par LM-\- iWiV-f- etc. 

THÉORÈME. 

346. Les aires des polyèdres semblables sont entré 
d’lès comme les quarrés des arêtes homologues. 

Démonstration. Chacune des faces du premier po- 
lyèdre est à sa correspondante dans le second , comms 
Jequarré de l’nn de ses côtés est au quarré du côté 
homologue de l’autre ( 176); mais ces côtés étant des 
arêtes homologues des polyèdres , sont , d’un polyèdre 
à l’autre , dans le même rapport (u44) ’> leurs quarrés 
fermeront donc une suite de rapports égaux ; et ces 
rapports étant aussi ceux des faces homologues , il eu 
faut conclure que ces dermers sont égaux entre eux. 
Par conséquent, la sommedes faces du premier polyèdra 
est à la somme des faces du second , comme une quel- 
conque des faces de l’un est à la correspondante da 
l’autre , ou comme le quarré d’une arête du premier 
polyèdre est au quarré de l’arête homologue du second. 
Substituant dans cette proportion , à la place des sommes 
des faces, les aires totales des polyèdres qu’elles foi^- 
raeat , il en résultera que ces aires seront entre elles 
dans le rapport des quarrés des arêtes homologues. 

DE LA MESVRE DES VOLUMES. 

a 4 y. L’espace renfermé par la surface du polyèdre 
eu occupé par ce corps , est généralement désigné sous 
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le nom de volume {*). Quand on considère un vase ou 
un corps creux , on désigne encore le volume par le 
mot capacité. Parmi des corps de formes très-diffé- 
rentes, il s’en trouve d’ équivalons en volume on eur 
capacité, comme il j a des figures planes de fermes 
différentes et d’aires équivalentes ( 1 5$ )■ 

THÉORÈME. • 

a48. Deux parallélépipèdes construits sur la même 
base, et terminés supérieurement par le même plan 
parallèle à leur base, sont équivalens en volume. ‘ 

Démonstration. H y a deux cas à considérer ; dans 
l’un , que représentent les deux figures i3i , et dont f IG- 13** 
je m’occuperai d’abord, les parallélépipèdes proposés, 
yiG et AL , sont renfermés latéralement entre les 
mêmes plans parallèles, AK et DL. Dans cet état 
de choses', il est visible que les prismes triangulaires 
AEIDHM et BFKCGL sont égaux car les 

triangles AEI et BFK , qui leur servent de bases , sont 
égaux ( i6), à cause des parallèles AE et BF, Al et 
• BK, et les parallélogrammes et 

etBKLCaont aussi égaux (a38). Si donc on retranche 
du polyèdre ^£>, d’une part le prisme AEIDHM , et • ' ’ 
de l’autre le prisme BFKCGL, les paralléTépipèdes 
restans, ABCDEFGH et ABCDIKLM , ou AG et 
AL, seront équivalens. 

(*) Ce mot, compris par tons ceux qui enienileot la langoe fran* 
çaise , m’a paru pccférable an mot tolidiM , qoi , dlmai'usaee orrii.. 
naire , est employé dans nne autre acceptioi). Ce q’est que iotaqna 
fa langne n’offri: pas de mots propres & rendre une idée, qu’il peut 
être permit d’en créer de nouveaux , ou de délonmer de ta tignîG- 
catioD quelque mot connn.'La multitudedes termes techniques étant 
tm des plus gxandk. obstacles qui. sfappoarent S; la. propa^tion des 
sciences , on ne aanrait trop en diraiuner le nombre. Puisque tout le 
monde comprend ce que c’est qnç le volnme d’un. corps, pourquot 
k désigner par le mot solidité , qni lappelle plutét l’idée de Ib réaise 
tancf aux divettes causes de destruction ^ 

L3 
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FIG. i3a. i Le second cas se trouve représenté dans la figure 1 3a,’ 
où les deux parallélépipèdes ARCDIKLM et 
ABCDNOPQ , n’ont de commun que leur base 
inférieure A B CD et le plan qui contient leurs base» 
supérieures IKLM et NOPQ. Il se ramène au précé- 
dent en prolongeant les plans ABIK et DCLM , en 
même temp|^que les plans ADQN et BCPO , pour 
former le parallélépipède ABCDEFGH ( 23 . 9 ) , qui 
se trouve premièrement équivalent au parallélépipède 
ABCDIKLM , comme étant renfermé latéralement 
entre les plans parallèles et DL. Le même parallélé- 
pipède ABCDEFGH y considéré comme comprisentre 
. .les plans parallèles et AQ , est aussi, équivalent 
au parallélépipède ; les parallélépipèdes 

ABCDIKLM ABCDNOPQ y ou AL et AP, sont 
donc équivalens entre eux. 

2^9 • Corollaire. Par le moyen du théorème précé- 
' dent, pn prouve que tout parallélépipède AL dont les 
arêtes AI , BK , DM , CL, sont inclinées sur la base , 
est équivalent à un autre , AP , construit sur la même 
hase., mais dont les arêtes AN,BO, CP, DQ, sont ^ 
perpendiculaires sur cette base. 

FICu i33. . On peut ensuite transformer de dernier, i33 , en 
un a.\x\xe , .ABRSNOTU , om AT, aj^ant pour basp 
le rectangle ABRS , , équivalent au parallélogramme 
ABCD , et dont les aretes soient encore perpendicu- 
laires sur sa base ; car si l’on considère les parallélépi- 
pèdes AP et AT , comme ayant pour‘base commune le 
parallélogramme ABON , ils rentreront, dans le pre- 
mier cas du numéro précédent. 

Il est évident que toutes les faces du parallélépipède 
AT sont des rectangle.»,; oi) le nomme , à cause de cela, 

' parallélépipède rectangle f et on conclut de ce qui vient 

d’étre dit , qu’un paraltéiépipt tté quelconque peut être 
transformé en un parallélépipède rectangle', ayant une 
(ia.se équivalente à celle du premier , et merne hapteur, , 
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La hauteur d’un prisme ou d'un parallélépipède est la 
perpendiculaire menée entre tes deux bases. 

N. B. 11 faut observer ci dessus, que les bases y^.8CD 
et ABRS ont néce.‘saireinent un coté commun. 

» 

THÉORÈME. 

aSo. Si l'on forme sur la base d'un prisme iriangu- 
taire un paralltlogranime , et que l'on élqve sur ce pa- 
ralU lop^ramme , pris pour base , un parallélépipède de 
même hauteur que le prisme triangulaire , celui-ci sera 
la moitié de l'autre. 

, Démonstration. SeMe prisme triangulaire ABCEFG 
fig. lag; si l’on achève sur sa base le parallélogranune FIG''ï9’ 
ABCD, qu’on élève par le point D la droite DU paral- 
lèleaux droites AE, BF , CG, et teivninée au plan de 
la base supérieure EFG du prisme proposé , les plans 
AEHD et DllGC, respectivement parallèles aux plan» 

DFGC et AEFB compléteront le parallélépi- 

pède, et formeront, avec le plan AEGC , un second 
prisme triangulaire ADCEHG , dont les partie» consti- 
tuantes seront les mêmes que cellesdu prisme ABCEFG. 

En effet les bases triangulaires sont les mêmes , la face 
AÇGE est commune et les autres faces parallélo- 
grammes sont égales , comme opposées dans le paral- 
lélépipède. On ne peut cependant pas conclure du 
n° a4°> l’égalité de ces prismes, parce que leurs faces' 
ne .sont pas semblablement disposées. Il n’y a que les 
angles trièdres tels que U et B , diagonalement opposé»' 
dans le parallélépipède , qui soient entièrement formé» 
d’anglesplans égaux. En comparant la position de ceux- 
ci (aaS) on reconnaît que les angles dièdres AEIIG, 
et G CB A, DHGE et FRAC, AEGll et EACB , 
sont égaux. On voit par là que le prisme triangulaire 
ADCEHG est construit au-dessous du plan EHG sur 
les mêmes parties qui constituent le prisme ABCEFD , 
flü-dessus de ABC, et que par conséquent ces deux 

L4 
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polyèdres , compris dans la classe de ceux qui ne peu- 
vent coïncider ( aa5) , doivent renfermer le même es- 
pace ; le volume de chacun d’eux sera donc la moitié 
de celui du parallélépipède qu’ils composent (*). 

a5i . fOorollaire. Il suit de là que deux prismes trian- 
gulaires de même base et de même hauteur sont équi- 
valens , 6omme moitiés de parallélépipèdes équivalens. 

THÉORÈME. 

s5a. Si on coupe un tétraèdre par des plans parallèles 
à sa base et équidistans , on pourra former , à chaque 
tranche , un prisme extérieur , et un prisme intérieur , 
de manière que la somme des premiers approche au~ 
tant qu'on voudra de celle des seconds , et par corisé^ 
quent aussi du tétraèdre. 

f'lG.i35. Démonstration. Soient ABC,fig. i35, la base duté- 
traèdre proposé, et FGH, LM N, ORT, les plans èou- 


(*) Si on na regarda pas celte égalité' comme évidente , on la 
prouvera ainsi qu'il suit: Parles extrémités A, E, d’une arête du pa- 
FJG. >34' railélépipide i34, on mènera des plans perpendicalaires à 

cette arête, et on formera ainsi le parallélépipède NE , dont les arêtes 
sont perpendiculaires sur la hateAMNO, et de plus équivalent an 
parallélépipède Bü , puisqn’Us ont même hauteur , que leurs bases 
AOLE et ADHE son téquivalentes, et qu’elles ont un cdté commna 
(a49)' Mais le plan partage le parallékÿipède NE en deux 

prismes triangulaires droits AQMEEt, MNOIKE, évidemment 
égaux i car leurs faces sont égales, semblablement disposées, et 
teun angles dièdres coirespondanesont éganz ; cbacon de ces prismes 
est donc la moitié du parallelépipcde NE , et par conséquent celle du 
parallélépipède BIl. Cebi posé, il est facile de voirque lespyramides 
qaadrangulaircs ydd//li90 et EIFHL , sont égales comme ayant , 
chacune è cbacnne , toutes leurs faces égales , semblablement dis» 
posées et leurs angles dièdres correspoudans égaux , et que si on 
les retranche alternativement du corps AMOEFH , les restes seront 
(es deux prismes triangulaires AOMELl, ABDEFH-. ces deux 
prismes sont donc équivalens j or le premier étant la moitié du paral- 
lélépipède BÏE t il en sera de même du second. 

Cette démonstration m’a été communiquée en t8o3, parM. Four» 
nier jenne ; mais M. Ampère , alors professeur à l’Ecole csntiale dtl 
J. y on , eu avait déjà trouvé, de son cèle, le principe. 
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pans ; on mènera par Jes points A et B, F et G, L et M, 
Q et /î, les droites y/Z? ttBE , /a et Kb , Of ctPg, 
VI et Vm , parallèle» à l’arête CS , et terminée» 
aux plans coupans supérieurs. A la première tranche 
ABCFGH , le prisme extérieur sera ABCDEH , et 
le prisme intérieur abCFGH, Pour abréger , Je dési- 
gnerai l'un par AH et l’autre par aH. A la seconde 
tranche FGHLMN , le prisme e^érieur sera FN et 
l'intérieur fN, et ainsi de suite Jusqu’à la dernière 
tranche qui n’aura point de prisme intérieur , 

mais un prisme extérieur QS. 

Tous ces prismes ont pour hauteur commune 
l'épaisseur des tranches ; et le prisme intérieur do 
chaqne tranche étant compris entre les mêmes parai— 
lèles que le prisme extérieur de la tranche au-dessus, 
est égal à ce dernier (a4o) ; ensorte que • 

aH=FN, fN = L,T, lT=QS. 

et que par conséquent 

aH-^ f N + FFt+ LT-\- QS\ 

somme qui comprend tons les prismes extérieur», ex- 
cepté le premier, AH : celui-ci est donc l’excès de la 
somme des prismes e'xtérieuis sur celUi dea prisme» 
intérieurs. 

Je n’ai considéré que quatre tranche», ipais on en 
peut faire autant qu’on voudra ; et phi» le nombre es 
sera grand , plus leur épaisseur, ou celle du prisme 
diminuera. 11 pourra par-çonséquent être rendu moindra 
qu’un prisme donné, quelque petit que soit celui-ci; il 
en sera donc ainsi de la différence entre la somme de* 
prismes extérieurs et celle des prismes intérieurs. Mais 
ietétraèdre5./#ÆGétantpluspetitquelapremièresomme 
et plus grand que la seconde , sa difiFérence avec l’una 
quelconque des deux, sera encore moindre que leur 
ÀIférence propre ; on pourra donc faire ensorte que 
l’une et l’autre somme approchent autant que l’on Ton- 
dra du volume de ce tétraèdre. 
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a53. Deux tétraèdres de même' base et de même 
hauteur , sont équivalens. ; 

Démonstration. Si l’on conçoit que sur chaque té- 
traèdre SABC , S' A'B'C" , on ait construit une suite de 
prismes extérieurs correspondans, ces prismes, compris 
entre des plans parallèles , ont nécessairement même 
hauteur; les sections qui leur servent de base étant res- 
pectivement à même distance du sommet, ainsi que les 
triangles égaux ABC, A'B'C', bases des tétraèdres, 
sont égales chacune à chacune (a36) : les prismes exté- ' 
rieurs correspondans sont donc équivalens ; par consé- 
quent la somme des prismes extérieurs d'un tétraèdre est 
égale à celle des prismes extérieurs de l’autre. Si donc 
f et f' désignent ces deux sommfts , on aura 

f=zf ou ^ = i; 


mais cofhme on peut rendre aussi petite qu’on le voudra 
la différence entre chacune de ces sommes et le tétraèdre 
auquel elle appartient, on parviendra éprouver que la 

r 'SABC 

r 


différence entre les rapports.^ estmoindra 


qu’aucune grandem: donnée ; et par là celle du rapport 

invariable l’unité le devenant aussi , 

, , s'a B C , c- . 

U en résultera que = » C * 53 ) » que 

SABC = S A'B'C 


(*) On dcmoDtrerait immédiatement qn*ü y aurait absurdité à 
aup|>08or un des tétraèdres plus grand que l'aiUre ; il sufQrait pour 
cela de considérer des prismes cxtérieuis tels, quels différence 
entre ceux qui seraient formés sur le tétraèdre supposé le plué 
petit et ce tétraèdre, fôt moindre que la différence des deux té* 
tpèdresj car il en résulterait que la somme des prismes extérieurs 
correspondans^ formés sur le tétraèdre qu'oa regarde conuus ^ 
plus grand, serait morndre que ce tétraèdre. 
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' THÉORÈME. ■ ■ . 

i ‘ “ 

a54- l/n tétra^re est équivalent au tiers du prisme 
triangulaire de même base et de même hauteur. 

Démonstration. Si par les points A et C de la base 
ABC du tétraèdre fig. i36, on mène lesFlG.»36< 

droites AD, CF, parallèles à l’arête BE, et par le 
point E un plan parallèle à ABC, on formera (aSy) 
un prisme triangulaire A B CD EF. Si maintenant 
on fait passer par les sommets A, E, C, des angles 
trièdres de ce prisme, un plan, il en séparera d’abord 
le tétraèdre proposé EABC , dont la hauteur et la 
base seront les mêmes que celles du prisme ; îl restera 
ensuite une pyramide quadr^gulaire EACFD,xepxb- 
sentée à part en E! A' C F' D', dont le sommet sera en E, 
et qui aura pour base la face postérieure A CFD du 
prisme. Si par les points D,E, C, oa fait passer un 
nouveau, plan , il partagera cette pyramide en deux 
tétraèdres, EACD, ECFD , représentés à part en 
E“A''CD'', ErC'F’LF-, leurs hauteurs seront égalas , 
puisqu’ils ont leur sommet au même point E et leurs 
bases sur un même plan. Ces basés seront aussi égales , 
comme étant les moitiés du parallélogramme ACFD • 
les tétraèdres EACD , ECFD , seront donc équivalens 
( n° précédent) ; mais le second pouvant être considéré 
comme ayant pour base le triangle DEF, égal au trian- 
gle ABC , et sou. sonmiet au point C, aura même base 
et même hauteur que le prisme , et sera en conséquence 
équivalent au premier tétraèdre : donc les té- 

traèdres EABC , EACD , ECFD, seront équivalens; 
donc chacun sera équivalent au tiers du prisme trian- 
gulaire qu’ils composent. 

■■ 'fHÉORÈME. ' 

nî)5. Les pnrallelépipèdes rectangles de même base , 
font entre eux çommç leurs hauteur?. 
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Démonstration. Soient les parallélépipède» rectangle* 

FIG. iS-j.jiG et IP ,Jig. 1 dont les bases AC et IL, sont de» ^ 
rectangles égaux, x®. Si les hauteurs yÆ et IN, sont com- 
mensurables , qu'on les divise en parties Aa et li, égale» 
à leur commune mesure, et que, par les points a et 
i, on mène des plans parallèles k AC etk IL , on for» 

. mera de» parallélépipèdes Ac et II, %aux entre eux(a4o) ; 

mais le nombre de ces parallélépipèdes étant dan».<»fG le 
même que celui des parties égales contenues dans AE, 

«t dans IP le même que celui des parties égales contfr' 
nues dans IN^ on aura évidemment 

AG : IP :: ae : m, 
conformément à l’énoncé. 

3*. Lorsque le» hauteurs AE et FNne sont pas com- 
mensurables , le tour de démonstration employé dan» le 
numéro 1 66 , prouve de même que le rapport du paral- 
lélépipède au parallélépipède /Pnepeut être ni plus 

grand , ni plus petit que celui de AE à IN. En effet, si 
l’on suppose la proportion 

AG: IP ::AE : m, etm:>iN, 

on portera sur IN des parties aliquotes de AE, plus pe- 
tites que NR', et par le pointde division n, tombant entre 
iV et A, on mènera un plan parallèle à IL, pour former 
le parallélépipède Ip, à l’égard duquel on aura 

AG : Ip :: ae : in : 

de cette proportion et de la précédente , on tirera 
IP : Ip :: lA : in., 

résultat absurde , puisque IP < Ip et IR > In. 

On ne saurait faire non plus 

AG : IP :: AE : IN et IR'<IN-, 
car pour un point de division n, placé entre R' et N, 
on aurait 

AG : Tp’ AE : in . 


t 
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«l'on conclurait 

JP : Ip' :: if( ; in', 
et qui est encore absurde, puisque JP^Ip/ et IR'<^In'. 
THÉORÈME. 

a56. Deux parallélépipèdes rectangles quelcorujues , 

‘AG et IP, fig. i58, sont entre eux comme les produits FIG- 
des arêtes qui forment un même angle trièdre. 

Démonstration. Si on prend sur l’arête IN du paral- 
lélépipède IP, une partie II'~ AE , et sur l’arête BC 
du parallélépipède AG, une partie ÆC'=/!Æf, puis qu’on 
mène le plan l'L' parallèle kIL, et le plan C'ff paral- 
lèle à AF, on construira les parallél^ipèdes IL' et AG', 
qui auront pour bases les rectangles JM' et AH' , formée 
Sur des bases et des hauteurs égales : on aura donc, par 
le numéro précédent, 

AG' ; W AB ; IK ; 

«t en comparant les parallélépipèdes AG et AG' , con- 
sidérés comme ayant pour base le rectangle AF , il 
viendra 

AG : AG' :: ad : ad'. 

Multipliant ces proportions par ordre , en omettant le 
facteur AG' , commun aux deux termes du prémier 
rapport composé, et substituant à Ajy son égale JM, 
on conclura 

AG: IL' ::âbx.âd:Jkx.1m. 

Enfin les parallélépipèdes JL' et JP ayant même base 
IRLM , donneront la proporticm 

JL' : JP :: iJ' : iN. 

Multipliant encore cette proportion et la précédente par 
ordre , en omettant le facteur JL' et remplaçant JJ' par 
&on égale AE, il viendra 

UG:JP::ÂH><ÂD><ÂË:JKxiMxïNs ^ 

ce qui donne l’énoncé du théorème. 


:J74 . ‘ ÉLÉMENT 

267. Hemarque. Si l'on clioisit pour tenne de coiiW 
paraison de tous- les parallélépipèdes rectangles , le 
FIG- ï 3 g- parallélépipède rectangle og,Jig- dont, les troi» 

aretes contiguës , ab , ad, ae , soient égales à la ligne” 
prise pour unité ou pour mesure commune des droites , 
leur produit sera l’unité, et on aura 

ag\ AG V. 1 ÂB^ÂDy,ÂË, 

c’est-à-dire, que le parallélépipède rectangle AG con-^ 
* tiendra autant défais le parallélépipède rectangle ag, 

que le produit des lignes AB , AD , AE , rapportées à là 
mesure commune ab, contient l’unité. C’est là ce qu’il 
faut entendre quand on dit que la mesure du volume 
d’un parallélépipède rectangle est le produit de ses trois 
arêtes contiguës ; et si l’on 'observe que le produit 
AB X ad exprime le nombre des quarrés égaux à ac > 
contenus dans la base AC (1G8), ou, ce qui est la 
même chose, donne la mesure de l’aire de la base, 
on en conclura, que le volume d’un parallélépipède 
rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur , évaluées l’une et l’autre numériquement. 

Dans le cas où les arêtes- AB , AD et AE , con- 
tiendraient un nombre exact de fois le côté ab du paral- 
lélépipède ag, on reconnaîtrait, à l’inspection de la 
figure, que l’on pourrait placer sur la base autant 
de parallélépipèdes égaux à ag, que cette base contient 
de fois la base ac , et qu’on formerait ainsi un parallélé- 
pipède de même base que AC, de meme hauteur queog, 
et qui serait contenu dans AG autant de fois que la hau- 
teur AE contient la hauteur ae ou le côté ab ; d’où il 
suit encore que le parallélépipède contient autant 
de parallélépipèdes égaux à ag que le produit de la 
base CD par la hauteur contient d’unités. 

a 58 . 1" Corollaire. Si les troisarétes. AB , AD, AE, 
étaient égales entre elles, le volume du parallélépipède 

AG serait mesuré par AB'^AB=:AB ,■ oa par la 


* 


Digilized by G(X)gle 


D E G É 0 M É t R I E. 175 

troisième puissance de AB\ mais il est visible que , dans 
ce cas, les six faces du parallélépipède rectangle AG 
deviennent des quarrés égaux : on lui donne alors le 
nom de cube , et de là vient qu’on appelle cube la troi- 
sième puissance d’un nombre. 

aSp. a' Corollaire. Puisqu’un parallélépipède quel-, 
conque peut toujours être transfdrmé en un parallélé- 
pipède rectangle de même hauteur, et construit sur une 
base équivalente (a4g) , il s’ensuit que le volume d’un 
parallélépipède quelconque a pour mesure le produit 
de sa base par sa hauteur ; et que par conséquent deux 
parallélépipèdes de même hauteur et de bases seulement 
équivalentes, comprennent le même volume. 

aSo. 3® Corollaire. Le volume du prisme triangulaire 
'ABCEFG , Jig. ia_q, étant équivalent à la moitié dçHG. isÿ. 
celui du parallélépipède ABCDEFGH (a5o), aura pour 
mesure, d’après ce qui précède, la moitié du produit 
de la base de ce parallélépipède par sa hauteur ; mais la 
triangle ABC, qui forme la base du prisme, n’étant que 
la moitié de celle du parallélépipède , il est évident que 
le volume d’un prisme triangulaire aura pour mesure le 
produit de sa base par sa hauteur. 

Le volume d’un prisme qui a une base quelconque 
ABCDE ,fig. ia8’, s’exprime de la même manière ; FIG. laS- 
car si on partage le polygone AB CDE en triangles , par 
des diagonales AC, AD , et que , par ces diagonales et 
par les arêtes parallèles qui leur sont contiguës , AF et 
CH, AF et DI, on mène des plans, on partagera le 
prisme AI en trois prismes triangulaires de même hau- 
teur, et dont les bases seront/^flC, ACD, ADE : en 
désignant par H la hauteur commune de ces prismes, ou 
la distance perpendiculaire des plans qui contiennent 
leurs bases inférieures et leurs bases supérieures, les 
mesures de leurs volumes respectifs seront 


ABCX H, ACD X H, ADBx. H-, 
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leur somme {ABC-\-ACD-\-ÂDE^Hz=.ABCDE'^H 
-donnera le volume du prisme total AI. 

On conclut de là , que les volumes de deux prismes 
quelconques sont entre eux comme les produits de 
leur base par leur hauteur, et que par conséquent lors* 
qu’ils ont des bases équivalentes, ils sont entre eux 
'comme leurs hauteurs, ou comme leurs bases lorsqu’ils 
ont même hauteur, ou enfin que ces prismes sont équi- 
valens, lorsqu’ils ont à la fois même hauteur et des bases 
équivalentes , et cela, quelles que soient les figures de 
ces bases. 

261. 4 ' Corollaire. Le volume d’un tétraèdre a pour 
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur , 
puisque ce volume est le tiers de celui du prisme, 
qui est mesuré par le produit de sa base par sa hau- 
teur ( 254 )' 

26a. Corollaire. Les mêmes mesures conviennent 
aux pyramides quelconques; car si l’on partage en 
triangles la base ABCDE de la pjrramide quelconque 
FIG-1Ï7. SABCDE ,fig. 127, et que l’on mène des plans par le 
sommet et par chacune des diagonales AC, AD , cette 
pyramide se trouvera partagée en trois tétraèdres de 
même hauteur, et dont les bases seront respectivement 
ABC, ACD, ADE : le volume do chacun de ces té- 
traèdree étant mesuré par le tiers du produit de sa 
base par sa hauteur, la somme des volumes de tou» 
trois, ou celui de la pyramide proposée , sera évidem- 
ment égal au tiers du produit de la somme de 
leurs bases par la hauteur commune, c’est-à-dire au 
tiers du produit de la base de la pyramide proposée par 
sa hauteur. 

Il resuite de là que deux pyramides quelconques sont 
entre elles comme les produits de leur base par leur 
hauteur, et seulement comme leurs bases si les hauteurs 
«ont les mêmes , ou comme leurs hauteurs si les bases 
sont équivalentes, ou enfin que ce» pyramides sont équi- 
valentes , 
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valentes, lorsqu’elles ont à la fuis même hauteur et des 
bases équivalentes , quelles que soient d'ailleurs les 
figures de ces bases. 

z 63 . Remarques. Puisqu’on peut retrouverla hauteurde 
la pyramide dont un tronc donné, à bases parallèles, fait 
partie (234)1 *1 est évident qu’on aura le volume de ce 
tronc en calculant séparément le volume de la pyra- 
mide entière , celui de la pyramide retranchée , et pre- 
nant la différence des deux résultats. 

On voit encore 'qu’un polyèdre quelconque pouvant 
toujours être partagé en pyramides (a 40 , l’évaluation 
de son volume s’opérera en calculant séparément, d’après 
ce qui précède , celui de chacune des pyramides qu’il 
contient, et prenant la somme des résultats : je no 
m’arrêterai donc pas sur ce sujet, 

Cependant il est une espèce de polyèdres à la- 
quelle on peut ramener toutes les autres, et que, pour 
dette raison’, il est bon de connaître ; c’est le prisme 
triangulaire tronqué , qui ne diffère du prisme triangu- 
laire ordinaire que parce que le plan opposé à sa base 
n’est point parallèle à cette base , et que par consé- 
quent ses faces sont des trapèzes au lieu d’être des pa- 
rallélogrammes. ABCDEF , Jig. 140, est un prisme fIG. 140, 
triangulaire tronqué. 

THÉORÈIVIE. ' ' “ 

264. Vn prisme triangulaire tronqué est toujours 
équivalent à trois tétraèdres de même base , et ayant 
leurs sommets respectifs placés à chacun des angles 
du triangle opposé' d cette base, ■ , , 

Démonstration. En faisant passer un plan par les 
trois points A, C, E, on détacherajtd’abord du prisme 
ABCDEF , le tétraèdre EABC, dont la base est le 
triangle ABC, base du prisme, et dont le sommet est 
placé à l’angle E du triangle DEF opposé à cette 
base. Il resterait ensuite la pyramide quadrangulairo 
Géométrie. 8* édition. M 
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EACFD, qui se diviserait en deux tétraèdres EACD , 
ECFD, en menant par la diagonale Z7C et par le point E, 
le plan DEC. Ces tétraèdres ne sont pas ceux qui sont 
désignés dans l’énoncé; mais en rétablissant le prisme 
dan^ son entier , on prouve facilement qu’ils sont équi- 
valens à^ces derniers. 

En effet, si on mène dans la face ABED la dia- 
gonale BD , que l’on conçoive le plan BDC, on aura 

le tétraèdre BACD , construit sur la base ACD du té- 
traèdre EACD , et de même hauteur, puisque les som- 
mets .fi et £ de l’un et de l’autre sont sur une même droite 
£E , parallèle au plan de leur base ; mais on peut aussi 
considérer le tétraèdre BACD comme ayant son sommet 
au point Z7, et pour base le triangle ABC: ainsi ce 
tétraèdre est tel que l’exige l’énoncé. 

Pour trouver le tétraèdre équivalent à JÎCFZ), il faut 
tirer les diagonales AF et BF , dans les faces ACFD 
et B CFE-, en concevant alors le plan AFB , on a le 
tétraèdre BACF , dont la base ACF est. équivalente à 
la base CFD du tétraèdre ECFD , puisque ces deux 
triangles ont même base CF, et sont compris entre les 
parallèles AD et CF ; de plus les tétraèdres ayant 
leurs sommets sur la même droite BE , parallèle au plan 
de leiu base , ont par conséquent la même hauteur : 
ils sont donc équivalens. Le tétraèdre BACF , consi- 
déré comme ayant son sommet placé en F , et pour 
base le triangle >^.fiC, sera le troisième tétraèdre désigné 
dans l’énoncé. 

a65. Corollaire. Il suit du théorème précédent, que 
le volume d’un prisme triangulaire tronqué a pour me- 
sure le produit de sa base par le tiers de la somme des 
trois perpendiculaire^ abaissées sur cette base , de chacun 
des angles de la base supérieure , puisque ces perpendi- 
culaires sont les hauteurs respectives des tétraèdres, â 
la somme desquels le prisme est équivalent, et qui ont 
tpus pour base celle du prisme. 
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266. Deux polyèdres semblables sont entre euxi 
comme les cubes de leurs arêtes homologues. 

Démonstration. 1°. Si led polyèdres proposé» sont les 
p}rramides SABCDEy SFGHIK,Jig. oa aaraÈlG. 
par le n“ a 35 , 


ABCDE : FGHiK :: sP'.sq -, 
multipliant cette proportion par la proportion évident* 
\SP ; i-yç SP ; sq, 

ü viendra 


ABCDE X \sp : FGHIK X ïSiQ :: : ÿq*. . 

Les deux premiers termes dé cette proportion, qut 
expriment les volumes des pyramides proposées ' 
montrent que ces volumes sont entre eux comme les' 
cubes de leum hauteurs; mais la similitude des pyta*- 
mides donne aussi 

SP'.S^qw SA'.^Fv.AÉ'.FGqiZ‘5), 

d’où l’on tire 

1 p^ : ; lÂ''. Wf:: âb\ Tg\ ' 

et par conséquent 

SABCDE : S FGHIK sÂ.\ ÂB'. fg\ 


c’est-à-dire que les pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubes de leurs arêtes homologues , soit 
que ces arêtes partent du sommet , soit quelles se 
trouvent sur la base (*). 


(*) En imiunt la conslractiod et le raUonnement du n° 177 , il 
serait facile de prouver <jnc les volumesde deux tétraèdres qui ont 
un angle trièdre commun f sont entre eux comme les produits des 
mrétês qui, dans chacun , comprennent est angle. 

Ma 
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' DEUXIÈME PARTIE. 

SECTION II. 

DES CORPS RONDS. 

5SG7.IL1ES c’ôrps ronds sont ceux qu’on produit en fai- 
sant tourner une figure plane autour d’une ligne droite. 

Je ne m'occuperai .spécialement ici que du cône droit, 
du cylindre droit et de là sphère. 

Le cône droit s’engendre en faisant tourner un triangle 
rectangle SAC,Jïg. i4i , autour de l’un des côtés 5CnG. 14 t. 
de l’angle droit ; l’hypoténuse SA décrit dans ce mou- 
vement la surface conique droite qui enveloppe le 
corps. 

Un point quelconque A' de cette droite décrit une 
circonférence de cercle dont le centre est sur la droite 
SC , autour de laquelle tourne le triangle SAC, et que, 
pour cette raison, on nomme l’axe du cône ; car si on 
conçoit la droite A'C' tirée dans le triangle générateur, 
perpendiculairement à cet axe , et tournant avec lui , ' 

elle décrira un plan perpendiculaire à l’axe SC (198), 
et sera évidemment le rayon du cercle A' £/ B' . 

Il suit de là que la surface conique coupée par 
un plan perpendiculaire à son axe , donne une circon- 
férence de cercle j et il est visible qu’un plan mené par son 
sommet , la coupe en général suivant une ligne droite. 

Le cercle ADD décrit par le côté AC Au triangle 
générateur, et qui ferme le cône, est la hase, tandis 
que le point S est le sommet ; et cette base est perpen- 
diculaire à l’axe SC (*). • 

{♦) On donne le nom de c6ne droit i celui juc je décris ici, ponr 
le distinguer da céuc oblique i hase circulaire, qui s'eogendre 

M 3 
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Les triangles semblables SAC et SAf C , donnant 
AC ; jfC SC SC \ : SA : SAf , 

font voir que les rayons des cercles AD B et A! CB' sont 
proportionnels à la distance de leur plan , au sommet 
du cône ; mais les circonférences des cercles étant entre 
elles comme leurs rayons ( 1 54 ) , et leurs aires suivant 
le rapport des quarrés de ces rayons ( iB8) , on aura 
encore 

cire. ADB-. cire. AC Bv.AC.Â Cv. SC-.SCv. SA-.SA, 
aire ADB-. xatACB'.-. SJ'* 

propriétés qui reviennent à celles qui ont été démontrées 
pour les pyramides dans les n°* a33 et a35. 

s68. ReTnarque. Lorsqu’on a les dimensions d’un trono 
nG.il4* de cône ^ bases parallèles BDAEffC A Ef ,fig. i44» 
on calcule par un procédé analogue à celui du n°s34, 
la hauteur du cône entier. En effet les triangles AS O 
et A S O' étant semblables, donnent 

AO: AC:: so: SC, 

d’où l’on tire 

■ AO—AC:so—sC::AO:so; 

ce qui revient i 

AO— AC : OC ::AO: so, 

proportion dans laquelle les trois premiers termes sont 
donnés, et qui fera connmtre la hauteur du cône entier, 

THÉORÈME. 

aSq. Si l’on, constnùt des polygones réguliers, ins— 
trits et circonscrits à la base du cône, et que ton 


FIG. l4a***‘^"**'^* tonmer aatonr d’an point i4>, nne droite SA, 

aunjetie i toucher coBtinaeUement U circonférence d’un cercle 
ADB, aitné dans nu plan qui ne passe pu par le point S- La droite 
S C, qne l’on nomme encore l’axe du cône, n’est püu pctpcsdiculaire 
an plan de U base ADB. 
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joigne les angles de ces polygones avec le sommet 
du cône , ces lignes détermineront des pyramides dites 
4'égulières, parce' que toutes leurs faces triangulaires 
seront égales-, et parmi ces pyramides , on pourra tou- 
jours en trouver deux, tune inscrite et Vautre circons- 
crites , telles , que la différence de leurs aires soit 
moindre qu'une grandeur donnée , quelque petite que 
soit cette grandeur. 

Démonstration. Soit abcdef,Jig. t^,\e polygone FIG. 143. 
inscrit dans la base du cône : en tirant les droites aS , 
bS , cS , etc. et joignant ces drôites par des plàns , on 
aura la pyramide Sahcdef. L’aire de cette pyramide , 
sans y comprendre sa base abcdef, est ôomposée des 
triangles o 5 ô , bSc , cSd, etc. égaux entre eux, puis- 
qu’ils sont formés par les côtés du polygone abcdef, 
que l’on suppose régulier , et par les obliques Sa, Sb , 

Sc , etc. qui s’écartefit également de‘la perpendicu- 
laire SO. L’aire de l’un de ces triangles, de aSb , par 
exemple , a pour mesure \ ab >(. Sg , Sg étant perpen- 
diculaire sur ab ; leur somme aura pour mesura 

I IV X X •% , en désignant par N le nombre des côtéi 
du polygone abcdef ; et comme N 'X. ab est évidem- 
ment le contour de ce polygone , on en conclura que 

u’on n’y com- 
prend point sa base , a pour mesure la moitié du pro- 
duit du contour de cette base , ^par la perpendiculaire 
abaissée du sommet sur l’un de ses côtés. 

Dans la p3rramide circonscrite , dont je n'ai re- 
présenté qu’une seule face , ASB , pour ne pas trOp 
compliquer la figure , les faces sont toutes égales entre 
elles comme dafts la pyramide inscrite , parce que les 
arêtes SA , SB , sont toujours des obliques qui s’écar- 
tent également de la perpendiculaire SO. Le milieu du 
côté AB du polygone circonscrit étant précisément 
le point de son contact avec la circonférence du eer- 

>1 4 
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de aGbf , la perpendiculaire SG, abaissée du point S 

•ur AB , se confond avec le côté du cône. L’aire du 

triangle ASB a pour expression \ A B yc. S G , et par 
conse^ent celle de la pyramide entière , à l’exception 
de sa base, A B-pc^S G. 

Cela pose , si on désigne par p et P les aires de la 
pyramide inscrite et de la pyramide circonscrite , et 
par p' et P' les contours de leurs bases , on aura 

p = fp'x'5g, P = iP'x5G, 

d’où on conclura 

P-p^ïP'XSG—\p' ^Sg. 

Mais il resuite de la nature des polygones réguliers 
inscrits et circonscrits au cercle ( i5i ) , que les con- 
tours de ces polygones approchent sans cesse de l’égalité 
à mesure que l’on multiplie leurs côtés; et il est 
visible que , dans les mêmes circonstances , la dif- 
férence entre les droites SG et Sg peut devenir aussi pe- 
tite qu’on voudra : les produits J P' X -SG et ip'x Sg ap- 
procheront donc aussi sans cesse de l’égalité , et la diffé- 
rence des aires delà pyramide inscrite et de la pyramide 
circonscrite pourra par conséquent devenir moindre que 
telle grandeur donnée qu’on voudra. 

a/o. Corollaire. Il est évident que plus on multiplie 
.les côtés des polygones inscrits et circonscrits , plus les 
pyramides inscrites et circonscrites approchent de se 
confondre avec le cône , et plus en même temps l’aire de 
la pyramide inscrite augmente , tandis que celle de la 
pyramide circonscrite diminue. En effet, le contour du 
polygone inscrit augmente toujoiu-s , ainsi que la droite 
- Sg , qui , en s’approchant de la surface conique , s’éloigne 
: sans cesse de la perpendiculaire SO , tandis que le 
■ contour du - polygone circonscrit diminue sans cessi» 
-«n s’approchant du cercle^ et que la droite SG con-> 
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Serve la même grandeur. Il suit évidemment delà que , 
pour l’étendue , Faire du cône est toujours comprise 
entre celles de la pyramide inscrite et de la pyramide 
circonscrite ; mais comme par le théorème précédent , 
.on peut rendre la différence de ces dernières moindre 
qu’une grandeur donnée , quelque petite qu’elle soit, on 
pourra toujours , à plus forte raison , rendre la dif- 
férence entre Faire du cône et celle de la pyramide 
inscrite ou de la pyramide circonscrite, aussi petite 
qu' 'on le voudra. 

THÉORÈME. 

ayi. L’aire d’un cône droit a pour mesure la moitié 
du produit de la circonférence du cercle qui lui sert 
de base par son côté, ou j CR, en nommant la pre- 
mière C et le second ’R., 

Démonstration. Si P représente actuellement le pé- 
rimètre du polygone circonscrit , Faire de la pyramide 
circonscrite sera exprimée par 5 PR (aSçf) , puisque R 
est la même chose que SG ; et désignant par X la vraie 
mesure de Faire du cône , les trois quantités ^PR , | CR 
et Useront dans le cas du n° i86, puisque la première, 
toujours plus grande que les deux autres, en vertu du 
n” ayo , et à cause ^e /*>C,peuten approcher d’aussi 
près qu’on voudra : on aura donc 

X=iCRC)- 

THÉORÈME. 

aya. L’aire de la portion qui reste de la surface co- 
nique , après qu'on en a retranché une partie SA'D'B', 
par un plan parallèle à la. base , ou l’aire du cône 

(*) Ce thtfoicrme se démontrerait immédiatement par on raison- 
nement analogue à celui de la noie du n° 187 y en substituant des 
pyramides aux polygones employés dans la note citée. Le lecteur 
trouvera aisément de quelle manière il faudrait modiGer ce raison- 
nement pour l'appliquer aux propositions des numéros i75»a8oi, 
!283, 097 et 3 o 4 ) quicoxDplèteat U mesore de Taire et du Tolume- 
dos corps ronds. 
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tlG. lü- tronqué ADBEA'D'B'E', fig. i44> <* pour mesure ta. 
moitié du produit de la somme des circor^érences de 
ses deux bases ADB et A'D'B' , par son côté AA'. 

Démonstration. Si l’on élève par le point perpen- 
diculairement à la droite AC, égale en longueur à 
la circonférence , et que l’on tire SC, l’aire du 

triangle rectangle SAC ayant pour mesure {AC>(,SA , 
est équivalente à l’aire du cône SADBE (n° précéd.). 
Tirant ensuite la droite C parallèleà./^C, les triangles 

SAC et SA'C, seàiblables entre eux, donneront 

AC : A'C SA ; SA'-, 
mais on a aussi 

circonf. ADB El circonf . A" D^ B' E I : SA ; SA' (2G7) : 

le rapport SA I SA' , commun entre ces deux propor- 
tions , conduit à la suivante : 

circonf. ADBE l circonf. A'D'B'EllAClA'C'; 

et puisque circonf. ADBE, par construction, il 
«n résulte 

AC = circonf. A'D'B'E. 
n suit de là que l’aire du triangle SA'C , égale ù 
sera équivalente à celle du cône retran- 
ché SA CB' E ; l’aire du trapèze ACC A sera donc 
équivalente à celle du tronc de cône ADBEA C E E -, 
et comme la droite AA est perpendiculaire aux droites 
AC et AC, la mesure du trapèze ACC A sera 

iAA(AC+ACXi75). 

' ou \.AA (^cac. ADBE ACEE), 
comme le porte l’énoncé. 

Puisqu’on peut prendre, au lieu de ; (^AC-\-A C),' 
la droite A" C', menée parallèlement kAC, par le milieu 
de A A (lyS), il s’ensuit que l’on peut aussi substituer 
à I ( cire. ADBE + cire. A CEE ) , la circonférence 
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'A"Ty’B"E' de la «ection faite dans le tronc de cAne, à 
égale distance des deux bases, et parallèle;nent à leurs 
plans ; car on aura cette suite de rapports égaux ; 

AC’.A'C'V.SA'.SA" 
cire. ADBE’.t\rc. A“D"B'’ E? , 

d’après laquelle , l’égalité de cire. ADBE et de AC en- 
traîne celle de cire. A"D“B''E^ et de A'C . 

On conclura de là que l’aire conrexe du tronc de 
cône a pour mesure AA Xcirc. A“D"B“E!', ou le pro- 
duit de son côté par la circonférence de la section faite 
à égale distance des bases. 

N. B. En substituant le sommet à la base supérieure, 
cette mesure devient celle de l'aire du cône entier. 

THÉORÈME. 

273. En multipliant suffisamment les côtés du po- 
lygone incrit, on pourra toujours former deux pyra- 
mides, Pune inscrite, et P autre circonscrite, telles , 
que la différence de leurs volumes soit moindre qu'une 
grandeur donnée , quelque petite que soit cette gran- 
deur. 

Démonstration. En effet, la pyramide inscrite et la 
pyramide circonscrite ayant même hauteur 50 ,,/^. i 43 , FIG. 143. 
en nommant p et P les volumes de ces pyramides, p' et 
P' les aires des polygones a iedey, ABCDEF , qui 
leur servent de bases , on aura 

p = jp'X^, P=|P'X^, ' 1 

ce qui donnera 

p-px=jsôx(p'-p'y, 

et comme on peut amener à tel degré de petitesse qu’oà 
voudra la différence P' — p' entre l’aire du polygone 
inscrit et celle du polygone circonscrit (1 , on rendra 
donc moindre que telle grandeur donnée qu’on voudra , 
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la différence P — p entre le volume de la pyramidê 

inscrite et celui.de la pyramide circonscrite. 

274. Corollaire. Le volume du cône étant visible- 
ment intermédiaire entre celui de la pyramide inscrite 
et celui de la pyramide circonscrite , il suit du théorème 
précédent, que l’on peut toujours assigner une pyramide 
inscrite et une pyramide circonscrite , qui en diffèrent 
aussi peu qu’on voudra. 

THÉORÈ.ME. 

275. Le volume d’un cône a pour mesure le tiers 
du produit de l’aire de sa base par sa hauteur, ou 
■J CH , en représentant par C la première , et par H la 
seconde. 

Démonstration. Soit P l’aire du polygone servant 
de base à la pyramide circonscrite , dont le volume aura 
alors pour mesure j PH, et X la vraie mesure du volume 
du cône ; les trois quantités ÿ PH, j CH, et X seront 
encore dans le cas du numéro 1 86 , puisque P surpasse 
toujours C, et que, d’après le numéro précédent, la pre- 
mière quantité, j PH, toujours plus grande que les deux 
autres, peut en approcher cependant d’aussi près qu’on 
voudra : on aura donc X = \ CH (♦), 

PROBLÈME. 

276. Trouver le volume d’un tronc de cône droit 

à bases parallèles: 1 

FIG. i 44 - Sol. Il faudra prolongerlesc6tésy/y/' et i 44 » 

jusqu’à ce qu’ils se rencontrent , pour connaître la hau- 
teur 50 du cône entier (268) , au moyen de laquelle on 


(^) Le théorème cî-deisus a également lien pour le c 6 ne oblique, 
car il est évident que le théorème du 37 $ et le corollaire du 3^4 
ne supposent point que la perpendiculaire tombe sur le centre du 

cerclca Ghf, et peuvent par conséquent s^adapter au cône oblique, 
■pr la figure 14 ^. 11 en est de même à IVgard de la recherche d% 
voiuipe du c6nc tronqué ^ dans le u? suivani. 
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aura pourle volume de ce corps |-50 X ADBE ; et sous- 
trayant de 50 la hauteur du tronc O O', le reste SC/ 
sera la hauteur du cône retranché , dont le volume sera 
par conséquent exprimé par | 50 ' X A'I/ B' E . La dif- 
férence entre ce produit et le précédent sera le volume 
du tronc de côné proposé. 

277. Si l’on conçoit que le rectangle i 45 , K G.145. 

tourne autour de l’un de ses côtés, CC , il engendrera le 
corps appelé cylindre droit; la droite AA' décrira dans 
ce mouvement la surface cylindrique. 

Un point quelconque A" de cette droite décrira la cir- 
conférence du cercle A"D"B“, égal et parallèle au cercle 
AD B engendré par AC, et que l’on nomme la base du 
cylindre ; car la droite A"(/, perpendiculéiire à CCf, 
égale kAC, décrira, en tournant autour de CC , un plan 
parallèle au plan ADB , et dont l’intersection avec la 
surface cylindrique sera A"D"B" . Il résulte de là que 
la section de la surface du cylindre droit , par un plan 
parallèle à sa base, est im cercle égal à cette base. 

Le cylindre est terminé supérieurement par une base 
A' E B' égale , et parallèle à sa base inférieure ADB. 

La droite CCf , autour de laquelle tourne le parallélo- 
gramme ACC'A' et qui contient évidemment les centres 

des bases et ceux des sections qui leur sont parallèles , > 

se nomme l’axe du cylindre , et est perpendiculaire à 
la base (*). 

(^) Le cylindre oblique est ccloi qae renferme la surface dwite 
par une droite quelcoiique fig. 146, assujcUie à glisser pa> 146^ 

rallèlement à elle-méme le long de la circonférence d'un cerc\e ADB^ 

Si Ton considère la droite génératrice AA parvenue dans une posi- 
tion quelconque DD' ^ que par le centre de la base, on qiènc CC' 
parallèle et égale à AA y qu’on termine le corps par un plan A D' ' 
parallèle à ADB y en tirant OD\ on formera le parallclogrammt 
DCC'D^y et on auraC'Z)'* C/)- Ainsi la basesupérieure 
ciu cylindre oblique sera nn cercle aussi bien que sa base inférieure 
ef tontes les sections qui lui sont parallèles j mais Taxe CO ne sera 
ppbt perpendiculaire suc cette base, comme dans le cas du cylindre 
droit. 
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THÉORÈME. 

378. Si l’on inscrit et circonscrit au cercle qui sert de 
base à un cylindre , des polygones d un meme nombre 
de côtés, et que, par les sommets des angles de ces 
polygones, on mène des droites parallèles à l'axe OOf , 
FiG.147.fig. i47> en joignant leurs extrémités supérieures paf 
d’autres droites , on formera deux prismes, l'un ins- 
crit, [autre circonscrit, au cylindre proposé; et l’on 
pourra toujours- prendre ces prismes tels, que la diffé- 
rence de leurs aires soit moindte qu’une grandeur don- 
née , quelque petite que soit cette grandeur. 

Démonstration. Les droites ad , bd, élevées paral- 
lèlement à 0<y et par conséquent perpendiculaires au 
plan abcdef, seront sur la surface du cylindre , puisquo 
les rectangles aOCfd, bO&d, sont égaux au rectangle 
générateur. Il est évident d’ailleurs que les rectangles 
abb'a', bcc'b', etc. sont égaux, puisqu’ils ont visiblement 
deux angles et trois côtés égaux chacunà chacun( 85 ) .Les 
arêtesua', bb',etc. étant perpendiculaires sur ab, bc, etc. 
les aires des rectangles ab', bd, etc. seront exprimées 
parôÂ X ââ', bcX. bb', etc. réunissant ces produits , 
en observant qu’ils ont tQUSun facteur commun , puis- 
que ad. = bb', etc. l’aire dix prisme inscrit , sans y com- 
prendre les bases ahcdéf,db'c'dld^, sera exprimée 
par (oi-)-ôc-f-cd-^<fe-é.^-h^)X«i/r ou par pxH, si p 
désigne le périmètre du polygone abcdef, et H la 
hauteur ad, commune au prisme et au cylindre. 

Pour éviter la confusion, je n’ai représenté qu’une 
seule face AB^ d! dix prisme circonscrit. Il est visible 
que si dans cette face et par le point G, où le côté 
AB toudbe le cercle, on tire GG' parallèlement 
à 00', cette droite sera sur la surface cylindrique , 
puisque le rectangle GOQfG' est égal au rectangle 
générateur. L’aire du rectangle ABffAf étant exprimée 
paxÂBX^ïG', l’aire totale du prisme circonscrit. 
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an n'y comprenant point les bases , sera égale an 
contour P du polygone circonscrit , multiplié par la 
hauteur GG' ou H , commune à tous les paral- 
lélogrammes qui forment l’enveloppe du prisme circons- 
crit et celle du prisme inscrit. 

Cela posé , la düTérence de l'aire convexe du prisma 
inscrità celledu prisme circonscrit, sera Py<.H—pX.H-=s 
(P — p) H, et pourra devenir aussi petite qu’on voudra'^ 
en prenant des polygones inscrits et circonscrits, dont 
les contours P et p diffèrent l’un de l’autre de moins 
que telle grandeur donnée qu’on voudra. 

279. Corollaire. Il suit évidemment de la proposition 
précédente et par les raisons déjà développées 'dans le 
n° 270 , que la surface cylindrique est moindre que celle 
dû prisme circonscrit et plus grande que celle du prisme 
inscrit, et que l’onpeut par conséquenttrouver nnprisme, 
soit inscrit , soit circonscrit , dont l’aire diffère aussi 
peu qu’on voudra de l’aire du cylindre droit. 

THÉORÈME. 

aSo. L’aire delà surface convexe du. cylindre droit 
a pour mesure le produit de la circonférence de sa 
base par sa, hauteur H , ou par le produit CM. 

Démonstration. Si l’on désigne par P le contour dû 
polygone qui sert de base au prisme ciroonsorit au cy- 
lindre , et par X la vraie mesure de ce dernier , on 
aura PH pour l’aire du prisine circonscrit , et il est 
visible que les trois quantités PH , CH et X seront 
le cas du n® 186 : on aura donc X^CHi 

Théorème. 

281. On peut toujours former deux prismes , l'un 
inscrit et l'autre circonscrit au cylirulre, tels , que. leurs 
volumes différent aussi peu que l’on voudra. 

Dem. Le volume du prisme inscrit abcdffa'b'ccte'ff 
est égal à abcdef X H (aSo) ; et désignant l’aire 
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polygone inscrit par p, celle du polygone circonscrit 
par P, le volume du prisme inscrit sera mesuré par p/f, 
«t celui du prisme circonscrit par PH\ leur düTérence 
étant {P — p) H, pourra devenir aussi petite qu’oa 
voudra, puisque la différence P — p entre l’aire du po- 
lygone inscrit et celle du polygone circonscrit peut être 
rendue moindre qu'une grandeur donnée , quelque pe— 
rite qu’elle soit (i84). 

282. Corollaire. Il suit de là que l’on peut construire 
un prisme inscrit et un prisme circonscrit tels, que leur 
volume diffère aussi peu qu’on voudra de celui du cy- 
lindre , qui sera d’ailleurs toujours plus grand que le 
premier, et moindre que le second. 

THÉORÈME. 

2P3. Le volume d’un cylindre droit a pour mesure 
le produit de l’aire de sa base par sa hauteur, ou C'H, 
C' étant l'aire de cette base. 

Démonstration. Si on désigne par P' l’aire du polv— 
gone circonscrit , P' H sera la mesure du volume du 
prisme circonscrit ; et si X désigne la vraie mesure du 
cylindre, les trois quantités P' U, C'H et X se trouvant 
dans le cas du n° 186, on aura nécessairement X-=, 
ÇHC). 

284. Si 4 e demi-cercle ACB tourne autour de son 
flG i 4 & riiamètre AB ,fig. 148, U engendrera la sphère, et la 
demi-circonférence qui l’enveloppe décrira la surface 
sphérique. 

Dans ce mouvement , chaque point de l’arc ACB dé- 
crit évidemment une circonférence de cercle ayant pour 
rayon la perpendiculaire DE abaissée sur le diamètre 
AB, que l’on nomme asce. Il faut pourtant excepter de 

(*} Le théorime, ci-dessiu a é(;alement lieu i l’égard du cylindre 
oblique ; car il est facile de voir que le théorème et le corollaire pré- 
‘ cédena ne supposent pas que l’axe du cyliudre et les arêtes des 

Brismea soient perpeudicuUites an plan de U base. 

cetta 
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cette remarque les extrémités ^ et 5 de l’ate , qui 
restent immobiles comme tous les points de cet axe , et 
que l’on nomme pôles. 

La surface sphérique a tous ses points également éloi- 
gnés du point O, centre du cercle générateur; car c« 
point ayant conservé la même situation sur le plan du 
demi-cercle A CB, dans toutes les positions prises par 
ce plan , sa distance à chacun des points de l’arc ACB , 
qui ont passé successivement par tous ceux de la sphère/ 
n’a pas varié. t 

Il suit de là que le rayon du cercle ACB est aussi 
celui de la sphère. 

THÉORÈME. 

u85. La section de la sphère, par un plan quelcon-t, 
que , est toujours un cercle. 

Démonstration. La proposition est évidente par elle« 
même, d’après ce qui précède, lorsque le plan coupant 
passe par le centre de la sphère ; et alors la circonfé> 

*rence de cette section a pour rayon le rayon même da 
la sphère. ' ' 

Mais si DGFB dèAgùe un plan quelconque, et que,* 
du centre O, on abaisse sur ce plan la perpëndiCitlaira 
OE , le pied E de cette perpendiculaire sera à égala 
distance de tous les points de la section DGEH ; ^ar 
toutes les obliques OD , OG , OF , OH, étant égales 
comme rayons de la sphère , s’écarteront également da > 

OE (aoo) : la courbe DGFH sera donc un cercle ayant 
aon centre en E, et DE pour rayon. 

a86. Remarque. La droite DE étant nécessairement 
moindre que le rayon 0£>,' le Cercle DGFH een 
moindre que celui qui résulterait d’une section faite pat 
le centre de la sphère : ce dernier serait un grand cercle^ 
tandis que l’autre n’est qu’un petit cercle. ’ 

Tous les grands cercles ayant même rayon ^ fout 
^gaux entre eux. - ...... 

8* édition^ H 
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287. Corollaire. Deux grands cerc\e»,ACBF,AIBK, 

se coupent toujours en deux parties égales ; car il est évi- 
dent qu’ils ne-peuvent se rencontrer que dans la droit» 
AB , commune section de leurs plans, qui, passant par 
leur centre commun , est en même temps le diamètre de 
l’un et de l’autre , elles partage par conséquent en deux 
parties égales. ‘ 

288. Trois cercles qui se toupent deux à deux mr la 
^ace de la sphère, forment un triangle sphérique; 
mais on ne considère ordinairement que celui qui est 
formé par trois arcs de grand cercle, plus petits que la 
demi-circonférence , comme ICM. 

Si du centre de la sphère on mène des rayons aux 
points C, J et M,\\ est visible que ces rayons détermi- 
neront un angle trièdré OClM, dont les angles plan» 
lOC JOM, MOC, seront mesurés par les arcs CI , 

•’ 

I , 1 ( ; ! ■ 

■ 28g. Im somme ^ deux côtés d’un triangle sphé: 
nque est toujours plus grande que le troisième. 

Démonstration. Puisqu’en vertu ■, dû n*. aaa , la 
somme de deux quelconques des trois Mglespl^» 
lOC, lOM, 3/OC, quiforment l’angle trièdre OCIM^ 
•urpasse le troisième, et que les arcs C/, IM et CM , 
qui mesurent ces angles, sont du même rayon, il en 
résulte nécessairement que la somme de de^ quel- 
conques de ces arcs, qui serait la mesure de la somme 
des angles auxquels ils correspondent Cuo), doit sur- 
passer le troisième; 

Corollaire. Il suit de laque k.plus ^urt 
chemin pour aller d’un point à un autre sur la surface 
sphérique, est l’arc du grand cercle détermmé par le 
plan qui passe par ces deux pointt et par le centte de 
la sphère; car si l’on assi^t pour 
iG.^g-entte les points A etB,fg. i 49 , - 
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differente du grand cercle AB , qui passe par ces 
points , que l’on prit un point M sur cette ligne , 
et que l’on tirât les grands cercles AM et MB , on 
aurait 

AM’\-MB'^AB (n“ précédent). 

Prenant entre M et Æ le point N , et menant les grands 
cercles MN et l^B , on aurait encore 

et par conséquent 

En continuant ainsi , on voit que plus on s’approche de 
la ligne AMNB , plus le chemin à parcourir pour aller 
de A ta B augmente ; d’où il est évident que AB est 
le plus court : et l’on n’en saurait trouver d’autre; 
car le grand cercle que l’on mènerait par deux points 
quelconques de YaxcAB, se confondrait avec cet arc, 
puisque tous ses points et le centre de la sphère sont 
compris dans un seul plan. 

J’ai supposé la ligne AMNB extérieure à tous les 
grands cercles menés par deux quelconques de ses 
points ; mais si le contraire avait lieu , ainsi qu’on 
le voit dans la partie ponctuée MN* A , on ti- 
rerait les grands cercles MN" et AN' , et comme 
on aurait 

AN*+MN':>AM, . . 

il en résulterait encore 

AN'+ MN' +MN+NB>AM+MB':>AB: 

291. Corollaire. Il suit encore du même théo- 
rème que la somme des côtés d’un triangle sphérique 
est moindre que la circonférence d’un grand cercle ; 
car si on prolonge les côtés AI et AM du triangle 
MAI ,Jig. 148, jusqu’à ce qu’ils se rencontrent en ^ ' 48 « 

on aura 

JM<BM + BI {ais)-, 

N 2 


AM+MN+NB^AM+MB 
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ajoutant de part et d’autre AM viendra ' ' 

- AM+AI-\~JM<_ BM-\- B J + AM+ AI-, 

or les arc» AM et BM forment la demi-circonférence 
A CB , le» arcs AI et BI la demi-circonférence AIB , 
égale à la première (s86) : les quatre arcs réunis com- 
posent donc nne circonférence de grand cercle, qui sur- 
passe par conséquent la somme des côtés du triangle 
MAI. 

Il est facile de voir que cette proposidon résulte aussi 
des numéros aa6 et a88. 

'T THÉORÈME. 

aga. Si, par le centre d’un cercUquelconqueîiGTWf 
tracé sur la sphère , on élève une perpenâiculaire AE , 
elle passera par le centre de la sphère , et la coupera 
en deux points, A et B, dont chacun sera également 
éloigné de tous ceux de la circor^érence DGFH. , 

Démonstration. En effet; il est évident , par le nu- 
méro aoo, que la perpendiculaire AE doit passer par 
une suite de points tels, que chacun soit à égale dis- 
tance des points de, la circonférence DGFH, décrits 
du pied E de cette perpendiculaire , comme centre } 
or le point O, centre de la sphère, ayant la même 
propriété, doit par conséquent se trouver sur AE, et 
les points A et B ,oès AE rencontre la sphère , doivent 
être chacun à égale dw^anoe des points de la circon- 
férence DGFH : bien entendu que la distance de ces 
derniers au point A n est égale à leur distance au 
point B , que quand le point E tombe en O , ou qu’il 
s’agit d’un grand cercle CILK.' 

H est visible que les arcs XD, AG, AF, AH ,pr\ssat 
des grands cerclesqui sont nécessairement égaux, et qui 
ont pour cordes les distances du point A, à chacun des 
points de la circonférence DGFH, sont égaux. 

flgS, Corollaire, Il suit de ce qui précède que les 
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points A t\. B peuvent servir à décrire le cercle DGFH, 
sans qu’il soit besoin de connaître son centre, placé dans 
l’intérieur de la sphère , puisqu’il suflit de marquer tous 
les points dont les distances au point A ou au point B , 
mesurées sur la surface sphérique par les arcs de grand 
cercle AD et AG, ou BD etBG, sont égales à celle que 
l’on a choisie pour décrire le cercle proposé. 

Les points A et B se nomment en conséqpience les 
pôles du cercle DGFH, et la droite AE en est l’arc. 

THÉORÈME. 



2g4- Le plan mené par un point de la surface de 
la sphère , perpendiculairement au rayon qui passe par 
ce point , est tangent à la sphère; et réciproquement te 
plan tangent à un point quelconque de la surface sphé- 
rique , est perpendiculaire à ^extrémité du rayon. 

Démonstration. Le plan AB,Jig. i5o, étant perpen- FIG- i5o» 
diculaire sur le rayon OC, au point C, a tous ses autres 
points plus éloignés du centre O de la sphère que ne l’est 
le point C,puisquelesobliquesquelconques OD, OE, etc. 
sont plus longues que la perpendiculaire OC (aoo) ; 
donc les points D ,E, etc. sont hors de la sphère , et le 
plan AB n’ayant qu’un seul point Cde commun avec la 
surface de cette sphère , lui est tangent. 

Réciproquement le plan tangent à la sphère en C, no 
peut être que le plan AB , perpendiculaire sur le rayon 
OC ; car ce plan n’ayant de commun avec la sphèreque 
le point de contact C, ettous sesautrespuintsétantplu» 
éloignés du centre que celui-ci , il sWsuit que le rayon 
OC est la plui courte ligne qu’on puisse mener du centre 
sur le plan tangent , et que par conséquent il est perpen» 
diculaire sur ce plan. 

THÉORÈME. , 

agS. Si l’on inscrit et si l'on circonscrit à un are 
quelconque d’un demi-cercle deux portions de poly^ 
gonesréguliersduméme nombre de côtés, et qu’ on f assit 

N 3 
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tourner le demi- cercle autour de son diamètre , avec les 
portions de polygones , il sera toujours possible do 
rendre la différence entre l’aire du corps décrit par 
la portion inscrite, et l’aire du corps décrit par la por- 
tion circonscrite , aussi petite qu’on voudra. 

Démonstration. L’aire du corps décrit par la portion 
TTC. i5i.de polygone i5i, quand elle tourne avec l’arc 
ab autour du diamètre ap, se compose des aires que dé> 
crit en particulier , chacun de ses côtés. Le premier ab 
décrit un cône entier , et les antres des troncs de cône 
ayant pour bases les cercles engendrés par les perpen- 
diculaires be, cf, dg , abaissées des points è, c,d, sur 
l’axe aO (367). L’aire de l’un de ces corps , de celui 
^ que décrit cd, par exemple , s’obtient en abaissant du 
milieu de ce côté sur, uO , la perpendiculaire Iq, et est 
égale à c3x cire. mais cette expression peut être 
transformée en une antre , ne contenant plus le facteur 
^ cire. Iq , qui change pour chaque cône. Pour cela , ou 

abaisse cr perpendiculaire sur dg\ on tire 10 \ et les 
triangles der et qlO, semblables, comme ayant les 
• côtés perpendiculaires chacun à ch^coq (65)« donnent 

cd çr 10 \ Iq. 

Mais cr est égal àfg, et les circonférences des cercles 
étant entre elles comme leurs rayons , on peut substi- 
tuer au rapport de /O à /q celui des circonférences de 
cercle dont ces lignes seraient les rayons , et l’on aurq 

cd'.fg ;; cire. IQ ; cire, Iq, 
d’où l’on conclura 

çd X. cire. lq=fg'X. dre, 10^ 
donc l’aire du cône décrit par cd auraaussi pour exprès-: 

don fg X cire. lO , c’est-à-dire le produit de sa hau-^ 
teur par la circonférence du cercle inscrit au polygonp 
^nt son côté fait partie. lien est de même des aires deq 
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cAnes décrits par les autres côtés et dont les hauteurs 
•ont et ae. La circonférence du cercle inscrit étant 
un facteur commun à toutes ces aires, leur somme , ou 
l’aire du corps décrit par la portion abcd du polygone 
' inscrit, sera donc égale à la somme des lignes ef,ae, 
c’est-à-dire à la partie ag de l’axe, comprise entre l’ex- 
trémité a du premier côté , et la perpendiculaire abais- 
sée sur cet axe par l’extrémité du dernier côté , mul- 
tipliée par la circonférence du cercla inscrit , ou à 

ag X cire. lO. 

Par la même raison , l’aire du corps décrit par la por- 
tion du polygone circonscrit ama pour expres- 

«ion AG'X, cire. LO. Cette dernière quantité surpassera 
toujours la première, d’abord parce que cire. LO sera 
toujours plus grande que cire. /O, ensuite parce que AG 
surpasse ag. En elfet , on a 

AG aG^Aa et og^^aG -f- Gg^ 
d’où il résulte , 

AG — Qg= Aa — Gg ■=Dd— Gg, 
puisque Aa=Dd’,mûs il est visible que Gg<^Dd'i 
et qu’on peut rendre Aa ou Dd aussi petite qu’on vou- 
dra , en multipliant suffisamment le nombre des côté» 
des polygones : il en sera donc de même de la dififér* 
rence des lignes Dd et Gg, nécessairement moindre 
que la plus grande de ces lignes. Par conséquent AG 
surpassera toujours ag, et pourra en approcher d’aussi 
près qu’on voudra (*). Dans cette circonstMce LO 

(*} Le triangle DOG donne (5g) 

dO:gO:\Dd\Gs, à'oh Gs = Ddy.^^i 

ce qui proare encore qne Gg^Dd, pniaqoe gO n’est qne i’nS' 
des cAtés da triangle rectangle dont dO est l'hypoténuse: De 
plus, le point g étant l’extrémité commune de toutes les portions de* 
polygones inscrits il l’arc ad, les lignes gOetdO ne changent point- 
non plus que leur nppopl : Gg diminne donc en même tcmg» 
qtie Dd, 1 * 

N4 
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et /î) s’approchant également de plus en plus, cire. LO 
différé de moins en moins de cire. 10 : on pourra donc 
rendre la différence A Gy:, cire. LO — agX. cire. ÎO 
moindre qu’une grandeur donnée, quelque petite qu’elle 
soit, en considérant cette différence comme celle de 
deux rectangles dont les bases et les hauteurs peuvent 
être aussi près que l’on voudra de l’égalité. 
agS. Corollaire. L’expression AG — ag^iDd^Gg 
montre aussi que diminue en même temps que Dd, 
car la hauteur ag est commune à tous les polygonn 
inscrits à l’arc ad ; LO demeurant aussi le même , 
il en résulte que l’aire du corps décrit par la pof-> 
tion AB CD diminue en se rapprochant de la sphère. 
L’augmentation de lO dans la même circonstance', 
prouve que l’aire du corps décrit par abcd augmente 
alors , et que par conséquent l’aire de la portion de 
sphère décrite par l’arc aLd, est moindi» que celle du 
premier de ces corps , et plus grande que celle du 
second. Il suit de là qu’on peut assigner deux corps de 
ce genre , dont l'aire diffère aussi peu que l’on voudra 
de celle de la portion de la sphère décrite par l’arc. 

THÉORÈME. “ • 

397. L'aire do la portion de sphère, ou calotte sphé- 
rique , décrite par un arc qui ne surpasse pas le quart 
de la circonférence du cercle jgérUéf t d Süf, ‘est égale au 
produit de cette circonférence par la partie du diamètre 
qui mesure la hauteur de la calotte. . 

Démonstration. Soit X la vraie mesure de l’aire dé- 
crite par l'arc ad -, en la comparant à celle du corps dé- 
crit par la portion de polygone circonscrit ABCD, on 
aura. les trois quantités ^ 

• AG X cire. LO , ag X cire. LO , et X ; jjp 
la première étant toujours plus grande que les deux 
autres , dont elle peut approcher d’aussi près que l’on' 
voudra, on en conclura, parle n” 18G, ' . 
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A' = agX. cire. LO. 

a_q8. Corollaire. Il suit de là que l’aire de la sphère 
entière est égale à son diamètre multiplié par la circon- 
férence d’un grand cercle , ou à ap X cire. LO. En effet, 
le théorème précédent s’applique au quart de cercle 
aLm , et donne aO'X. cire. Z>0 pour l'aire de lademi- 
sphère qu’il engendre en tournant autour de l’axe aO ; 
pour le second quart de cercle pnm , on a de même 

pO X cire. LO : la somme de cette quantité et de 1» 
précédente , est 

(aO-f-pO) cire. LO =apX cire. Z.O. 

En général , l’aire d’une portion quelconque de la sur- . 
face sphérique , comprise entre deux plans parallèles , 
ou d’une zône, est égale à la hauteur de cette zone, on 
à la distance perpendiculaire des plans qui la terminent, 
multipliée par la circonférence d’un grand cercle ; car 
ei de la calotte décrite par l’arc oLm, et dont l’aire est 
mesurée par aO X cire. LO , on retranche la calotte 
décrite par l’arc aLd, et dont l’aire est mesurée par 
ag X cire. LO , on aura 

( aO — ag") cire. LO = Og X cîfc. LO , 

pour l’aire de la zône décrite par l’arc dm. 

On trouverait d’une manière analogue , que la zône 
décrite par l’arc mn doit être exprimée par OoXcirc.LO; 
et en ajoutant ce produit à. Og X cire. LO , on aurait 
dans le résultat (Oo-f- Og) cire. LO = og X cire. LO, 
l’expression de l’aire de la zône décrite par l’arc dmn , 
laquelle comprend le centre de la sphère. 

aqq. a* Corollaire. Il suit encore de ce qui précède, 
que l’aire de la surface sphérique est quadniplede celle 
de son grand cercle ; car l’aire de ce dernier est expri- 
mée par; CR, si l’ou désigne sa circonférence par C , et 
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Bon rayon par R (187); mais nommant D le diamètre J 
onaura/î=4£>, et par conséquent iî ^ > d’où 

on tirera { CD, pour l’aire du grand cercle , résultat qui 
n’est en effet que le quart du produit CD , par lequel se 
mesure l’aire de la sphère (n“ précédent). 

THÉORÈME. 

(IG. 1^8. 5 oo. Caire de la portion ACBIA , Gg. i 48 i com- 
prise entre deux grands cercles qui se coupent , et que 
l'on nomme fuseau sphérique , est à la. surface de la 
sphère , comme tare CI du cercle CILK perpendicw- 
laire à l'intersection commune des plans BCA et BIA, 
est à sa circonférence, ou comme l'angle plan qui 
*• mesure leur angle dièdre CABI , est à quatre droits. 

Démonstration. La proposition est évidente lorsque 
l’arc CI est partie aliquote de la circonférence CILK ; 
car si l’on conçoit cette circonférence divisée en effet 
' dans ses parties aliquotes, et que par les points , B et 

parles points de division, on mène des grands cercles , , 

la surface sphérique sera partagée en autant de fuseaux 
égaux à ACBIA, que le cercle CILK contient de par- 
ties, puisqu’il est visible que deux fuseaux de la même 
sphère sont égaux lorsque les plans des cercles qui les 
déterminent font respectivement le même angle dièdre. 

Lorsque l’arc CI n’est pas aliquote de la circonfé- 
rence , on prouve , par un raisonnetnent analogue à celui 
du n® 109 , que le rapport du fuseau ACBIA à la sur- 
face entière de la sphère , ne peut etre ni moindre ni 
plus grandque celui de l’arc CI à la circonférence CILK. 

Le plan CILK étant perpendiculaire à la droite AB, 
l’angle plan CO/ mesure évidemment Kangle dièdre 
CABI ; et puisque le rapport de cet angle à quatre 
droits est le même que celui de l’arc CI qui le mesure , 
avec la circonférence CILK (110), ils.ensuit néces- 
sairement que l’angle COI est à quatre droits comme 
l’aire du fuseau ACBIA est à celle de la sphère. 
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THÉORÈME. 

3oi. L’aire d’un triangle sphérique est à celle de 
la sphère entière , comme la différence entre la somma 
des trois angles dièdres formés par les cercles qui 
composent ce triangle et deux aitgles droits , est à huit 
angles droits^ 

Démonstration. Les trois cercles CJLK et 

MJFKi qui forment le triangle spbériqne CIM , par- 
tagent la surface sphérique en huit triangles, parmi les- 
quels CKM et FIL sont égaux , ainsi 'que l’on peut 
s en convaincre en remarquant que les angles trièdres 
O CKM et O FIL, auxquels ils correspondent (a88) , 
ont toutes leurs parties égales (*). Cela posé , en dé- 


(*) LVgalité des parties de ces angles triidres prouve bien celle 
des parties des triangles sphériques ; mSis il est facile de voir que 
les côtés de ces triangles ne sont pas assemblés de la meme manivee , 
et qu’on ne peut par conséquent les appliquer l'un sur l'autre. 

Cavalleri , b qui on doit la propositionci-dessns ( Dinctorium ge- 
nerale uranometrieunt , Bnnoniœ, i 63 a, pag. 3 i 6 ),etles auteurs 
qui l’ont suivi , ont regardé l'égalité des triangles sphériques dopl 
les côtés sont égauK chacun b chacun , comme analogue b celle des 
triangles rectilignes , sans faire atlentionqu'on ne pouvait pas re> 
(onmer la surface sphérique comme le plan j mais au fond , cette 
difficulté est plus apparente que réelle, et il j a plusieurs manières 
de se convaincre de l'égalité des aires des triangtes dont il s’agit : cia 
voici d’ailleurs une démonstration. 

Si par les sommets des angles de chacun des triangles proposés , 
on fait passer nn cercle , et que par son pôle on mine des arcs 
de grand cercle aux angles des triangles proposés , ces arcs seront 
égaux ( 393 ) ; on formera par ce moyen sur chaque côté des trian- 
gles proposés , un triangle sphérique isocèle. Les triangles lecti- 
- lignes forma par les cordes des côtés des triangles spbâiqnes pro- 
posés étant égaux (99), les cercles donc on vient de parler, seront 
.aussi égaux (119}, et auront leurs pôles placés aux mimes disunoes 
de leur circonférence ; par conséquent les trois triangles sphériques 
‘ isocèles du premier des triangles proposés , seront évidemment 
égaux aux trois du second, chacun b chacun , et les aires des triangles 
proposés seront fotsiécs dejg mime inMtiéicavec cellesdcs nouveaqc 
Ifiiwpivt. 
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âgnant la surface de la sphère par S, et l'angle droit 

par D , l’aire du fuseau ICKMI aura pour expression 

S X — (n“ précédent) ; 

et comme ce fuseau est composé des triangles CJMàt 
CKM, on aura 

C/ilf-f- CKM=z . 

4O 

,1’aire du fuseau MIFAM étant 

S X ang. IMF A , 

4D * 

on trouvera 

; ■. ' 

» 

enBnle fuseau CILBC, dont l’aire est exprimée par 
5Xang. JCLB 

4 Ô 

donnera 

■» 4 ^ 

. Mais si l’on met à la place du triailgle CKM son égal 
FIL, et qu’on ajoute ces expressions, en observant que 
CIM-\’CIF-\-FIL-\^MJL composent la moitié de la 
surface sphérique, située en avant du plan ACBL, on 
l’hémisphère J ACBL, il viendra 

iCm+\S=~(, ang. CIKM+ ang. IMFA 4- ang. ICLB ). 

Les trois angles dièdres CIKM, IMFA, ICLB, sont 
évidemment ceux que forment entre eux les plans des 
côtés du triangle sphérique CIM ; et pour abréger, je 
les désignerai par une seule lettre de leur arête , savoir 
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wlle qui se tronye à l’intersection des deux côtés du 
triangle : de cette manière, les angles CIKM , IMF A , 
ICLB , seront respectivement les angles I, M, C, »t 
par conséquent 

aCIM+i 5= A (/+ C). 

Retranchant de part et d’autre | 5 ; on obtiendra 


aCIM=z 


5(/+jlf+0 , 

4D * 


S-, 


réduisant ensuite au même dénominatenrtousles termes 
de cette expression de aCMJ, et prenant la moitié du 
résultat, il riendrà 


CIM= 
ce qui donnera. 


5(/-f-ilf+C— a£>) 
W ^ 


ClM\S::l+M+c-~>aD:ZDX*y 

< THÉORÈME. 

5oa. Si , par les extrémités des portions correspond 
dantes de polygones réguliers , inscrites et circons- 
crites au même arc, on tire deux rayons, on formera i 
deux secteurs polygonaux qui , en tournant autour de 
tun de Ces rayons, engendreront des volumes dont la 
différence peut devenir aussi petite qu’on voudra , lors- 
qu’on multipliera suffisamment le nombre des côtés 
des polygones. 

Démonstration. En tirant des rayons B O, CO,flg. 1 5 1 , piG. i5n 
on voit que le' corps engendré'par la figure abcdO , en 
tournant autour de l’axe aO , se compose de ceux 
qu’engendrent les triangles abO , bcO , cdO , et quH 
faut évaluer séparément. Cela posé, si on abaisse sur 


»• f*) L«f angles I, Met Ceont les angles mSmes da triangle spb^ 
lj(|ne ( ^^yes le Traité Elémentaire de Trigonométrie et d’applic^ 
^utt del’Algébteà la Géométrie, chap. II), 


/ 
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aO la perpendicnlaire be, on reconnaîtra que la cord®' 
ab et le rayon Ob , en tournant autour de aO > engen- 
drent deœc cônes, ayant l’un et l’autre pour base le 
cercle décrit par la perpendiculaire be. La somme de 
leurs volumes , ou le volume du corps engendré par le 
triangle abO , sera donc exprimée par j nO X cerc. ie 
(276)^ Cette expression se transforme en une antre oA 
ne se trouve plus le cercle 6e y en observant que l’aire 
du cône engendré par la corde ab a pour expression 
\ab X cire, be (57O , ce qui revient à 
ST X 6eXu6 (i 55 ); 


. .1.- -’^% J 

:iU ' 

;; 




mais on a aussi 

cerc. 6e=Tx6c (188) : 
il résultera de là 

aireduoôàeo6'îcere.6e;;^X6eX«ïi îirXéc , 
eu ’A ab be, 

en divisantlesdeuxtermesdu second rapport par 7 X 6 e. 
Si maintenant on abaisse Oh, perpendiculaire. sur ab, 
et que l’on compare entre eux les triangles abe et 
ahO , semblables, puisqu’ils sont rectangles l’un et 
l’autre, et qu’ils ont de plus un angle commun en a, on 
obtiendra la proportion 

ab \ be :: aO Oh , . 

où se trouve encore le rapport ab'. be’, ainsi ' 

aire du cône ab > cerc. be :: aO : 06 ; 

• t. 

et par conséquent 


cerc, be~^i X du cône o6. 
aO 




Par le moyen de cette expression, le volume du corps 
itngendré par le triangle c 60 , et égal à j aO X cerc. 6e; 
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deviendra 

J Oft X aire du cône ah, 

d’où il résulte que le volume d'un corps décrit par 
un triangle qui tourne autour de l’un de ses côtes 
a pour mesure le tiers de l’aire du cône engendré 
par l’un de ses deux autres côtés, multiplié par la per-- 
pendiculaire abaissée sur ce côté, de l’angle opposé. 

A l’égard du second triangle bcO, il faut prolonger 
bc jusqu’à la rencontre de /O; et d'après ce qui pré- 
cède , le volume du corps engendré par le triangle et O 
étant J Oi X aire du cône et , tandis que celui du corps 
çngendré par le triangle btO est } Oi X aire du cône bt, 
la différence de ces expressions , ou la mesure du corps 
engendré par le triangle bcO , sera visiblement égale à 
^ Oi xladilférenceentrel’aireducônectet celleducône 
bt, différence qui est précisément l’aire du cône tronqué 
décrit par le côté bc. Les mêmes raisonnemens prou- 
veraient aussi que le volume du corps engendré par le 
triangle cdO , est mesuré par \ OlX. aire du cône tron- 
qué décrit par cd. En continuant ainsi de proche en 
proche , et en observant que les perpendiculaires Oh , 
Oi , 01, etc. sont toutes égales , on voit que , quel que 
soit le nombre des côtés aô, bc, cd, etc. le volume du 
corps engendré par le secteur polygonal néedO , aura 
pour mesure j O/ X la somme des aires décrites par 
Tes côtés ab , bc , cd , etc. , somme qui n’est autre chose 
que l’aire décrite parla portion de polygone abed. 

En appliquant ce résultat au secteur polygonal cir- 
conscrit A B CD O , on trouvera que le volume du corps 
qu’il engendre est égal à j- OL X aire décrite par la por- 
tion de polygone AB CD ; et comme il a été prouvé (396) 
que les aires décrites par les portions correspondantes 
de polygones réguliers, inscrits et circonscrits , peuvent 
s’approcher d’aussi près qu’on voudra , tandis qne la 
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diffluence des apothèmes OL et Ol diminue sans cesse ^ 
' il en résulte évidemment que les volumes engendrés par 
yjesecteurpolygonalinscritetpar le secteur polygonal cir- 
conscrit, correspondans, tendent aussi sans cesse vers l’é- 
galité, et peuvent en approcher d’aussi près qu’on voudra. 

^?' 3o3. Corollaire. Il est visible que le corps décrit par 
le secteur circulaire aLdO, et qu’on nomme le sec- 
teur sphérique , est moindre que le corps décrit par 
secteur polygonal circonscrit, etplus grand que celui que 
décrit le secteur polygonal inscrit; il suit donc du théo- 
rème précédent que la différenc» entre le volume du 
premier corps , et celui de l’un quelconque des deux 
'^autres, peut être rendue aussi petite que l’on voudra » 
en multipliant suffisamment les côtés des polygones.^ 

THÉORÈME. ' ' - 

3o4. Le volume d'un secteur sphérique est égal d 
l’râre de la calotte sur laquelle il s'appuie , multiplié» 
par le tiers du rayon, ouà ^ SK, S désignant cett» 
aire , et K U rayon. 

Démonstration. Si P représente l’aire décrite par la 
portion de polygone circonscrit ABCD , le volume du 
corps engendré par le secteur polygonal ABCDO sera 

PX j OL , ou y PR ( 3oa ) ; . 

nommant à l'ordinaire X la vraie mesure du volume du 
secteur sphérique, on aura les trois quantités j PR^ 
5 5/î, et X, placées dans les circonstances du n® i8ff, 
et l’on en conclura nécessairement j SR. 

Il est évident que l’on connaît par ce résultat le vo- 
lume du secteur sphérique , puisque son aire S est cellu 
de la calotte décrite par l’arc ad. 

3o5. 1 “ Corollaire. 11 suit de là que le volume de hi 
sphère est égal à son aire multipliée par le tiers du 
rayon , puisque si l’on prend au lien de l’arc ad, le quart < 
de la circonférence J ou am, le secteur sphérique de- 
viendra 
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viendra égal à la demi-sphère , parce que le rayon mO , 
perpendiculaire sur aO , décrira un plan qui partagera 
la sphère en deux également; et l’on aura pour la 
moitié ou l’hémisphère supérieur, X | mO , en pre- 
nant S pour l’aire de la sphère entière : réunissant les 
deux moitiés, le total 5 X j nO sera le volume de la 
sphère. 

L’aire de la sphère étant égale à quatre fois celle 
d’un de ses grands cercles, ou à quatre cercles, son 
volume deviendra | iî X cercle , ou j £> X cercle , 
c’est-à-dire que le volume de la sphère est égal à l’aire 
de son grand cercle , multipliée par les deux tiers dit 
diamètre. 

306. a' Corollaire. Si l’on voulait obtenir le volume 
engendré par un secteur aOn, plus grand que le quart 
de cercle , on retrancherait de la sphère entière le sec- 
teur engendré par nOp , et égal à i mO X aire de la 
calotte décrite par l’arc np\ \a différence serait -j mO 
multiplié par la différence entre l’aire entière de la 
sphère et celle de la calotte décrite par np , différence 
qui n’est que l’aire décrite par l’arc amn , ou celle de 
la calotte qui sert de base au secteur proposé. 

307 . Corollaire. Le volume de la portion de sphère 
engendrée par le demi-segment circulaire aLdg, et que 
l’on nomme segment sphérique , s’obtiendra en retran- 
chant du volume du secteur sphérique décrit par le 
secteur circulaire aLdO , celui du cône décrit par le 
triangle dgO. 

Quant au volume renfermé entre la zône engendrée 
par VzxcdLc , et les plans que décrivent les perpendicu- 
laires dg, cf, on l’obtiendra en retranchant le segment 
sphérique décrit par le demi-segment circulaire acf, 
de celui que décrit adg. 
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, DE LA COMPARAISON DES CORPS RONDS. 

I . ' ' 

3 o 8 . Les corps ronds semblables sont cenz qui sont 
engendrés par des figures semblables; tels sont les cône» 

ŸlG.iii.SADB ctSA'iy N ,Jig. i 4 i > engendrés par lestiiangles 
sembl^les A CS, A' CS. 

Il suit du n* 267 que les côtés , les hauteurs et lea 
circonférences des bases des cône» semblaldes, sont 
proportionnels , et que les aires de leurs base» sont 
comme les quarrés de leurs lignes homologués . 

FIG. i45> hescyViaAreB ADBAHy ff eX. adbditb' 145, 
engendrés par les rectangles semblables ACC A , 
accd , sont aussi semblables ; et la similitude de ce* 
figures donnera encore les rapports égaux 

AA : ad AC : ac :: cire. AC : cire, at, 

AA ; ad :: ac ; ac a.rc.AC\ (XTC. ac. 

Enfin, les cercles étant des figures semblables > les 
sphères sont aussi des corps semblables. 

THÉOBÈME. 

3 og. IjBS aires des cônes semblables sont comme les 
quarrés des côtés de ces cônes, et leurs volumes comni» 
les cubes de ces mêmes côtés. 

Démonstration, i*. & on multiplie par ordre les deus 
proportions 

riG.i4i. cire. AC ; cire. A C :: AS : AS,fig. 141, 
iAS'.i AS :: AS : AS, ' 

il viendra 

i ÂS-X cire. AC : \ASXc\tc.A'C '.'."ÂS* :~ÂS , 
proportion dont les deux premiers tenues expriment le» 
aires de» cône» SADB et SAD^B' (271 ). 
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9 *. Si 0 & ntultiplie par ordre les deux proportions 

cerc. jiC : cerc. jfC ;; AS : A'S , 

^ CS : ^ CS :: AS : a's, 

on aura 

5 CSX cerc. AC‘ fCSX cerc. A' C AS : A S, 
proportion dont les deux premiers termes expriment les 
volumes des cônes proposés, SADB , SAU B' ( 275 ). 

THÉORÈME. 

5io. L^s aires de deux cylindres semblables sont 
'Comme les quarrés de leurs côtés , et leurs volumes 
comme ‘les cubes. 

Démonstration. 1”. En multipliant par ordre les deux 
J)roportion 8 

cire. AC', ciirc. ac ;; AA' '.ad ,Jîg. i45, FIG. 
AA' l ad ’.l AA ! ad (3o8) , 

H en résultera 

AA X cire. AC : ad Xcir.ac AA I ad , 

proportion dont les deux premiers termes expriment 
les aires des cylindres proposés (a 8 o). 

d". Si on multiplie par prdre les deux proportions 

cerc. AC', cerc. ac AA' : ad' , 

AA', ad'.'. AA :aa, (3o8) 

«n aura 

AA'X.cotc. AC', ad X cerc. ac Aa' '. ad* , 

proportion dont les deux premiers termes expriment lea 
volumes des cylindres proposés ( a83 } . 

O a 
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THÉORÈME. 

Su. Les aires de deux sphères sont comme les 
quarrés de leurs rayons ou de leurs diamètres , et 
leurs volumes comme les cubes de ces mêmes lignes. 

Démonstration. Soient R et R les rayons des sphères 
proposées , D et D' leurs diamètres ,S et S' leurs aires , 

C et (7 le 4 circonférences de leurs grands cercles , on 
aura , i°. , 

c:C :: D: d'-, 

multipliant cette proportion par la proportion évidente • 

D : D' d : d', 

on aura 

CD: CD' 

or, CD et CD' désignent les aires des sphères ( 398 ) ; 
donc , 

S:S' :: z?* : /y», 

:: 4K> : 4 R'* :: : /{'• , 

enobsenant que D=!^R et D'=aR'. 

a°. Si on multiplie par ordre les deux proportions 

5:5'::/?“: /?'«, 

}/?:^/i' ::/î :/r. 

on aura 

i RS : iR'S' ::/?*: R'\ 

proportion dont les deux premiers termes expriment 
les volumes des sphères proposées (3o5); et comme 
R^ : R'^ :: D^: D'^,on aura pareillement 

iRS: i RS' :: d^ : d'K 
5i 2. Remarque. On comparé ordinairement la ^>hère 
avec le cylindre circonscrit , c’est-à-dire avecle cylindre 
FIG.iSo. FGG'R ,Jig. i5o, dont les bases sont égales au grand 
cercle de la sphère OCC , et dont la hauteur FR 
est égqle au diamètre de' ''cette même sphère. L'aire 
de ce cylindre étant mesurée par FF'y<, cire. FC (aSo), 
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est égale à celle de la sphère (298) , puisque FF'=CCf 
et cire. J^C=:circ. CO. 

Le volume du même cylindre , exprimé par FF' X 
cerc. FC (283 ) , étant comparé à celui de la sphère , 
mesuré par | CC'X, cerc. OC ( 3 o 5 ), il en résulte quece 

dernier n’est que les deux tiers de l’autre. 

\ 

3 i 3 . Conclusion. Je n’ai donné dans ce qui précède 
que les propositions nécessaires à la mesure des aires et 
des volumes ; mais la manière d’effectuer les multiplica- 
tions prescrites par les énoncés on formules générales, 
qui complète les règles du toisé tant des surfaces que des 
corps, est suffisamment indiquée danslesart. Vllletsuiv. 
du SUPPLÉMENT au Traité élémentaire Arithmétique, 
placé en tête de cet Ouvrage. lies Lecteurs qui vou- 
draient connaître la théorie des intersections des plans et 
des surfaces courbes qui forme le Complément des Elé- 
mens de Géométrie envisagés dans toute leur étendue , 
pourront recourir aux Essais de Géométrie sur les plans 
et les surfaces courbes (ou Elémens de Géométrie des. 
criptive ) , 3“e édition. 

Quant aux corps réguliers , ou polyèdres terminés par 
des polygones réguliers égaux , formant des angles 
dièdres égaux, ils sont traités avec beaucoup de détail 
dans la Géométrie de M. Legendre. Je me bornerai à 
observer ici que le nombre de ces corps ne peut surpas- 
ser cinq , et qu’ils ne peuvent être formés que par des 
triangles équilatéraux, ou des quarrés, ou des penta- 
gones. Cela se prouve en observant que puisque la 
somme des angles plans qui composent un angle po- 
lyèdre doit être moindre que quatre droits (226), on ne 
peut, avec trois hexagones seulement, former un angle 
trièdre; car la somme des trois angles plans serait alors 
égale à quatre droits ( 82 ) ; à plus forte raison ne sau- 
rait-on employer plus de trois hexagone* ou des poly- 
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gones d’un plus grand nombre de côtés. D’après ce» 
principes , on voit que l’on peut assembler trois , 
quatre ou cinq triangles équilatéraux pour former chaque 
angle polyèdre , et seulement trois quarrés ou trois 
pentagones, ce qui fournit en effet cinq corps. 

Celui dont les angles sont trièdres et les faces trian- 
gulaires, est le tétraèdre régulier , formé de quatre 
FIG. i5a. triangles équilatéraux, ^g'. i5a. 

L’octaèdre régulier a ses angles tétraèdres , et est formé 
FIG i53. par huit triangles équilatéraux ,_/ïg. i53. * 

L’icosaèdre a ses angles pentaèdres , et est formé^ar 
FIG. 154 . vingt triangles équilatéraux, ^g. 1 54 . 

L’hexaèdre ou cube a ses angles trièdres, et est formé 
FIG. «55. par six quarrés égaux ,Jig. i55. 

Le dodécaèdre a aussi ses angles trièdres, etestfoimé 
FIG. i56. par douze pentagones ,Jig. 1 56. 
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